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Ｑ 导言 Ｓ

1 导言

排队理论是一种眼界顾客以某种随机方式到达一个服务设施的模型，

它以概率论和随机过程理论为基本知识。在介绍排队理论之前，我们首先

简要介绍随机过程的有关知识。

一个随机过程是一个随机变量的集合{XＨtＩ, t ∈ T}。即对于每一个t ∈
T，XＨtＩ是一个随机变量。对于随机过程的一个朴素的阐释是t表示时间，

而XＨtＩ表示系统在t时刻的状态。

我们会介绍一些常用的的随机过程实例——马尔可夫过程、泊松过程、

生灭过程。其中生灭过程是马尔可夫链性质和泊松性质兼具的一种随机过

程，也是排队论模型中分析性质较好的一种原型。

最后我们介绍排队理论的其他一些推广。

这片介绍的大部分内容来自ｓｍＮｒｯｳｳ的ｉｮｴｲｯ､ｵ｣ｴｩｯｮ ｴｯ ｐｲｯ｢｡｢ｩｬｩｴｹ ｍｯ､Ｍ

･ｬｳ，该书作者在前言里提到该书的第Ｕ、Ｘ章和第Ｔ、Ｖ章的少许内容足以开

设一个排队论的引论课程。本篇文章涵盖了该书这四章的大部分核心知识

点，但是在理论框架间的推理思路有所不同。
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2 马尔可夫过程

2.1 定义

考虑这样一个随机过程XＨＱＩ, XＨＲＩ, XＨＳＩ, ...XＨNＩ，这样一个随机过程

可以用所有随机变量的联合分布：

pＨXＨＱＩ, XＨＲＩ, XＨＳＩ, ...XＨNＩＩ

来描述。

利用贝叶斯公式展开联合分布：

pＨXＨＱＩ, XＨＲＩ, XＨＳＩ, ...XＨNＩＩ ］

pＨXＨＱＩＩpＨXＨＲＩ|XＨＱＩＩpＨXＨＳＩ|XＨＱＩ, XＨＲＩＩ...pＨXＨNＩ|XＨＱＩ, XＨＲＩ, ...XＨN−ＱＩＩ

容易发现对于靠后的项，条件分布因为条件空间的过于庞大而难以描

述和计算。马尔可夫假设就是为了简化这种情形：

pＨXＨnＩ|XＨＱＩ, XＨＲＩ, ...XＨn− ＱＩＩ ］ pＨXＨnＩ|XＨn− ＱＩＩ

此时联合分布为：

pＨXＨＱＩＩ

N∏
n=2

pＨXＨnＩ|XＨn− ＱＩＩ

除了上式，还有其他同等的方式来表述马尔可夫过程：

当前的状态仅与前一个时间的状态有关；

给定某个时间的状态，下一个时间的状态和之前所有时间的状态无

关；

此随机过程的概率图模型骨架是一条线（所以被称作马尔可夫链），所

有随机变量按照时间顺序排列在这条线上。

在这篇介绍里，我们只考虑在时域和状态空间都离散的马尔可夫过程，

即X仅能从有限的状态空间S中取值，而时域是随下标被分割的。

则决定一个马尔可夫链的要素是首个元素的生成概率pＨXＨＱＩＩ和状态的

迁移概率pＨXＨnＩ|XＨn−ＱＩＩ，pＨXＨＱＩＩ是一个维度为|S|的概率向量，而pＨXＨnＩ|XＨn−
ＱＩＩ可以由一个|S| ∗ |S|的矩阵来唯一描述。我们记这个状态转移矩阵为P，

Pij ］ pＨSj |SiＩ，则P的每一行为一个概率向量。
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高阶的马尔可夫链是指当前状态和有限个先前状态有关联的情况，譬

如考察天气的时候，可能不仅要考虑前一天。此时可以通过扩充状态空

间S为Sk（定义状态空间的乘积为笛卡尔积，其中k为此时的马尔科夫链

阶数，也即条件概率分布中的条件数量）将高阶马尔可夫链转化为一阶马

尔可夫链，但是这会导致状态转移矩阵的非对角部分有很多的零项。

譬如记两种天气为C, S，取链阶数为Ｓ，则状态空间为{C, S}3，但是
很明显pＨCSS|SSSＩ等均为零（仅仅pＨSSS|SSSＩ和pＨSSC|SSSＩ非零且和
为一），可以看出矩阵空间有所浪费。

系统的初状态pＨXＨＱＩＩ记为一个行向量p1，则经过第一次状态迁移以后，

XＨＲＩ的状态由概率向量p2 ］ p1P描述。可以想象一个仅第一位为Ｑ，其他

位为Ｐ的p1，则p2是P的第一行。这一个实例的意义是：给定XＨＱＩ ］ S1时，

XＨＲＩ的分布为ＨP1,1, P1,2, ...P1,|S|Ｉ。

考虑进行了多次状态转移后的迁移概率：

Pnij ］ pＨXＨaＫ nＩ ］ Sj |XＨaＩ ］ SiＩ

它可以被递归地计算，首先我们有：

Pn+mij ］
∑
k∈S

PnikP
m
kj

它本质上就是贝叶斯全概率公式（我们对于长度nＫm中的一个步骤的

所有可能性进行了求和），被称作ｃＭｋ方程（查普曼Ｍ科尔莫戈罗夫方程）。

它的矩阵形式为：

Pm+n ］ PnPm

所以在迁移了n步以后的概率向量为：

pn ］ p0P
n
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2.2 性质

2.2.1 互通和可约性

马尔可夫链中的性质和推论远远比以下罗列的要多，这里我们仅罗列

足够的性质以进行下一节例题的推导，更多的性质和理论可以在相关参考

书籍文献上找到。

对于状态Si，如果存在n使得P
n
ij不等于零，那么就称状态Si到状态Sj是

可达的。可达的物理意义是：如果初始状态处于Si的可能性不为零，那么

在系统演进的过程中，状态为Sj的可能性不为零。也即“可能从状态Si迁

移到Sj”。两个互相可达的状态是互通的，显然：

Ｑ、Si和自己是互通的，因为P
0
ii ］ Ｑ 6］ Ｐ；

Ｒ、如果Si和Sj互通，则Sj和Si互通；

Ｓ、如果Si和Sj互通，如果Sj和Sk互通，则Si和Sk互通；不妨设P
m
ij 6］

Ｐ, Pnjk 6］ Ｐ，则Pm+n
ik ］

∑
p∈S P

m
ip P

n
pk ≥ Pmij Pnjk 6］ Ｐ。

所以互通在状态空间上定义了一个等价关系，继而将状态空间划分成

了等价类。整个状态空间是一个等价类的马尔可夫链被称为不可约的。

可约的马尔可夫链进而可能有两种结构，即等价类之间的关系有两种：

独立的和单向连接的。独立的等价类可以被直接分为两个马尔可夫链分别

处理，单向连接的两个等价类最终会退化为一个，可以直观地进行理解。

2.2.2 常返性

记fi为从状态Si有朝一日能够转移回状态Si的概率，如果fi ］ Ｑ，那

么理论上在马尔可夫链无限的转移过程中，系统将无数次地回到状态Si，

此时称此状态为常返态，否则为暂态。我们设置指示变量IＨtＩ，当XＨtＩ ］

Ｑ时IＨtＩ为Ｑ否则为Ｐ，则在马尔可夫链演进的无限过程中进入状态Si的期望

次数为：

E｛

∞∑
n=1

IＨtＩ|XＨＱＩ ］ Si｝

而：

E｛IＨtＩ|XＨＱＩ ］ Si｝ ］ pＨXＨtＩ ］ Si|XＨＱＩ ］ SiＩ

所以：

E｛

∞∑
n=1

IＨtＩ|XＨＱＩ ］ S0｝ ］

∞∑
n=1

E｛IＨtＩ|XＨＱＩ ］ Si｝ ］

∞∑
n=1

Pnii
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根据上述文字的推论，状态Si常返等价于：

∞∑
n=1

Pnii ］∞

在可约且状态有限的马尔可夫链中，对于任何非常返状态Sj，可以找

到N，使得迁移次数大于N的马尔可夫链再也不返回Sj。因此关于常返性质

的讨论可以使得我们在较长的时间下把注意力集中在常返状态而不是所有

状态上。

2.2.3 长程性

现在考虑从状态Sj返回自身的期望次数：

Nj ］ min {n ≥ Ｐ Ｚ XＨnＩ ］ Sj}

mj ］ E｛Nj |XＨＱＩ ］ Sj ｝

我们考虑在状态转移无穷多步时处于状态Sj的时间，也即此状态的出

现次数，我们可以认为状态以如下方式转移，其中每一个箭头表示一次从

状态Sj自回归的过程，用时为T次转移： Sj → Sj → Sj → ...→ Sj

则对于Sj出现n次，状态Sj占比：

πj ］ ｬｩｭ
n→∞

n

nＫ
∑n−1

i=1 Ti

］ ｬｩｭ
n→∞

Ｑ
1
n

∑n−1
i=1 Ti

］
Ｑ

mj

最后一个等式使用了大数定律。

在渐进意义上，πi是平均意义上Si出现的概率，也可以认为是平稳情形

下（即各时间的状态的概率向量不变以后）状态处于Si的概率。而πiPij则

是从状态Si迁移到Sj的概率，可以在平稳清醒下对前一个状态求和：

πj ］
∑
i∈S

πiPij

以矩阵形式表达，整个演化系统的平稳概率向量π满足：

π ］ πP
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2.2.4 可逆性

从相反的时间序列观察一个马尔可夫链得到的依然是一个马尔可夫链，

这可以通过观察它作为一个马尔可夫场的结构得出。对于一个有平稳态的

马尔可夫链来说，我们以Q记反向的状态迁移矩阵，则：

Qij ］ pＨXＨn− ＱＩ ］ Sj |XＨnＩ ］ SiＩ ］
pＨXＨn− ＱＩ ］ Sj , XＨnＩ ］ SiＩ

pＨXＨnＩ ］ SiＩ

］
pＨXＨn− ＱＩ ］ SjＩpＨXＨnＩ ］ Si|XＨn− ＱＩ ］ SjＩ

pＨXＨnＩ ］ SiＩ

］
πjPji

πi

如果要求一个对称的逆转Qij ］ Pij，则：

Pijπi ］ Pjiπj

一个满足上式（细致平稳条件）的解的存在是系统平稳的充分条件，

譬如我们要寻找解x使得对于任何i, j：

xiPij ］ xjPji∑
i

xi ］ Ｑ

则有： ∑
i

xiPij ］
∑
i

xjPji ］ xj
∑
i

Pji ］ xj

满足为求解唯一的π列出的方程，所以充分性得证。

2.2.5 例1：升级问题

原题表述：

英雄升级，从Ｐ级到Ｑ级，概率ＱＰＰ

从Ｑ级升Ｒ级，有 1
3
几率成功， 1

3
停留原等级， 1

3
下降到Ｐ级；

从Ｒ级升Ｓ级，有 1
9
几率成功， 4

9
停留原等级， 4

9
下降到Ｑ级；

求英雄从Ｐ级升到Ｓ级平均需要多少次？

解答：
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这个问题的状态转移矩阵为：

P ］


Ｐ Ｑ Ｐ Ｐ
1
3

1
3

1
3

Ｐ

Ｐ 4
9

4
9

1
9

Ｐ Ｐ Ｐ Ｑ


所求的期望次数为：

EＨXＩ ］

∞∑
n=0

nP ＨX ］ nＩ ］

∞∑
n=1

P ＨX > nＩ

第ｮ次升级时，英雄的等级情况由概率向量ＨＱ, Ｐ, Ｐ, ＰＩPn给出，而P ＨX <

nＩ则由这个向量的前三个分量之和给出，所以：

EＨXＩ ］

∞∑
n=0

ＨＱ, Ｐ, Ｐ, ＰＩPnＨＱ, Ｑ, Ｑ, ＰＩT ］ ＨＱ, Ｐ, Ｐ, ＰＩ

{
∞∑
n=0

Pn

}
ＨＱ, Ｑ, Ｑ, ＰＩT

因为P的特征值绝对值均小于Ｑ，所以：

∞∑
n=0

Pn ］ ＨＱ− P Ｉ−1

最终算出答案为ＳＰ。

【另：本题和维基百科中ｳｴｯ｣ｨ｡ｳｴｩ｣ ｭ｡ｴｲｩｸ词条最后举出的猫抓老鼠的

例子是一致的。】

2.2.6 例2：来自知乎“有哪些类似于七桥问题的有趣数学定理”——醉汉

定理

原题表述：

一个喝醉了的醉汉在一条道路上随机走动，以ＰＮＵ的概率前进一步或者

后退一步，但是他最终一定能无数次返回其出发点，这一结论在醉汉在一

个二维网格上走动时依旧成立，但是一个喝醉了的鸟随机在三维空间的六

个方向游走时，它最终一定无法返回原出发点。

解答：

这个定理的实质是证明对于给定的马尔可夫链常返态是否存在，需要

注意限定走动空间无限的前提。（如果走动空间有限，由互通关系划分等价

类加上常反性在等价类中一致加上状态空间有限可以直接退出所有状态都

是常返的）
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在二维的情况下，我们记向一个指定方向走动的概率为p，在给定n

（n为偶数）时，醉汉在第n步返回原点的概率：

Pn00 ］ C
n
2
n p

n
2 ＨＱ− pＩn

2

接下来判定此状态的常反性（已代换略去为零的项）：

∞∑
n=0

Pn00 ］
ＨＲnＩＡ

nＡnＡ
Ｈp− p2Ｉn

斯特林近似后：

nＡ→ n
n+1
2 e−n

√
Ｒπ

原合式等于：
∞∑
n=0

ＨＴpＨＱ− pＩＩn√
πn

易证此和式在p不等于 1
2
时均收敛，即当且仅当p ］ 1

2
时，原点对于醉汉

的随机行走来说是常返态。

在二维的网格情况下，我们类似地计算，为了签单起见我们假设四个

方向的游走概率均为 1
4
：

P 2n
00 ］

n∑
k=0

C2k
2nC

k
2kC

n−k
2n−2kＨ

Ｑ

Ｔ
Ｉ2n ］ Ｈ

Ｑ

Ｔ
Ｉ2nCn2n

n∑
k=0

CknC
n−k
n ］ Ｈ

Ｑ

Ｔ
Ｉ2nCn2nC

n
2n

近似后得到此时和式的通项：

P 2n
00 →

Ｑ

πn

在三维空间中，组合数性质给出：

P 2n
00 ］ Ｈ

Ｑ

Ｘ
Ｉ2nCn2n

n∑
t=0

CtnC
n−t
n Ct2t

所以：

P 2n
00 ≤ Ｈ

Ｑ

Ｘ
Ｉ2nＨCn2nＩ→

Ｑ

ＨπnＩ1.5

对于更高维的情况可以类似地求解，不过级数都是收敛的。
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3 生灭过程

3.1 指数分布

3.1.1 无记忆性

如果试图构造一个“没有记忆”的分布，满足：

P ＨX > tＫ s|X > tＩ ］ P ＨX > sＩ

得到：

P ＨX > tＫ s|X > tＩ ］
P ＨX > tＫ sＩ

P ＨX > tＩ
］ P ＨX > sＩ

P ＨX > tＫ sＩ ］ P ＨX > tＩP ＨX > sＩ

若记：

gＨxＩ ］ P ＨX > xＩ

可以证明gＨxＩ ］ eλx是唯一符合gＨtＩgＨsＩ ］ gＨt Ｋ sＩ的右连续函数，因

为：

gＨ
m

n
Ｉ ］ ＨgＨＱＩＩ

1
n

gＨxＩ ］ ＨgＨＱＩＩx ］ e−λx

对于x ≥ Ｐ，指数分布的累积分布函数为：

F ＨxＩ ］ P ＨX < xＩ ］ Ｑ− e−λx

而P ＨX > xＩ ］ e−λx

密度函数为：

fＨxＩ ］ λe−λx

生成函数为：

φＨtＩ ］

∫ ∞
0

etxλe−λxdx ］
λ

λ− t

从中求出其一、二阶矩：

EＨXＩ ］ φ′ＨＰＩ ］
Ｑ

λ



Ｓ 生灭过程 ＱＲ

EＨX2Ｉ ］ φ′′ＨＰＩ ］
Ｒ

λ2

可得方差：

varＨXＩ ］
Ｑ

λ2

指数分布也是指数分布族中最基础的成员，也是限定均值情况下熵最

大的分布，不过在本文的讨论范围内我们主要关注它的无记忆性质。

指数分布可以看做伽马分布的一个特例Ｈα ］ ＱＩ，伽马分布有两个参

数λ和α，其分布函数为Ｈx ≥ ＰＩ：

fＨxＩ ］
λe−λxＨλxＩα−1

＀ＨαＩ

从指数分布族的角度可以看出两者最根本的区别：指数分布的充分统

计量为X，故只有一个参数，而伽马分布的充分统计量为X和ｬｮX，所以有

两个参数，将其中的一个参数置为Ｐ则退化为指数分布。

3.1.2 指数分布的复合效果

我们考虑以两种方法将多个独立同分布的指数分布变量结合为新的随

机变量，一个是加法算符，一个是ｭｩｮ算符，在这一节中我们考虑n个ｩｩ､的

指数分布随机变量，参数为λ。

我们首先处理服从指数分布的随机变量的和，因为答案可以通过单纯

的归纳法检验，所以我们不加证明地给出结论：n个均值均为 1
λ
的指数分布

随机变量的和是一个伽马分布，其参数为Ｈα ］ n, λＩ。

更一般地，我们给出独立伽马随机变量ｘＨα, λＩ和ｙＨβ, λＩ的和的分布，

记U ］ X Ｋ Y，V ］ X
X+Y
。利用随机变量的函数联合分布的结论：

fY1,Y2
Ｈy1, y2Ｉ ］ fX1,X2

Ｈx1, x2Ｉ|J |−1

首先写出X和Y的联合分布：

fX1,X2
Ｈx, yＩ ］

λα+βe(−λ(x+y))xα−1yβ−1

＀ＨαＩ＀ＨβＩ

计算雅克比矩阵：

J ］ |

(
∂U
∂X

∂U
∂Y

∂V
∂X

∂V
∂Y

)
| ］ |

(
Ｑ Ｑ
y

(x+y)2
−x

(x+y)2

)
| ］ − Ｑ

xＫ y
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因为u ］ xＫ y, v ］ x
x+y
解出x ］ uv, y ］ uＨＱ− vＩ：

fU,V Ｈu, vＩ ］ ｛fX,Y Ｈuv, uＨＱ− vＩＩ｝u

］
λe−λuＨλuＩα+β−1

＀ＨαＫ βＩ

vα−1ＨＱ− vＩβ−1＀ＨαＫ βＩ

＀ＨαＩ＀ＨβＩ

所以U和V是相互独立的，且U ］ X Ｋ Y服从参数为ＨαＫ β, λＩ的伽马分

布。将指数分布视作伽马分布的特例并应用递归地上述结果可以得到之前

给出的关于和的结论。

接下来我们探讨用ｭｩｮ算符复合的指数分布变量，设X和Y分别是均值

为 1
λ
和 1

µ
的指数分布随机变量，我们试图求：

Z ］ minＨX,Y Ｉ

服从的分布，显然的：

P ＨZ ≥ zＩ ］ P ＨX ≥ zＩP ＨY ≥ zＩ ］ e−λze−µz ］ e−(λ+µ)z

所以minＨX,Y Ｉ服从均值为 1
λ+µ
的指数分布。

递归地调用这个结论，我们有：对于服从均值为λ−11 , λ−12 , ...λ−1n 的随机

变量X1, X2, ...Xn，Z ］ minＨX1, X2, ...XnＩ服从均值为Ｈ
∑n

i=1 λiＩ
−1的指数

分布。

保持X和Y服从上述分布，我们还可以计算出P ＨX ≤ Y Ｉ的简单封闭形

式：

P ＨX ≤ Y Ｉ ］

∫ ∞
0

P ＨX ］ xＩP ＨY ≥ xＩdx ］

∫ ∞
0

λe−λxe−µxdx

］
λ

λＫ µ

还可以计算给定条件X ≤ Y时X的条件分布：

P ＨX ］ x|X ≤ Y Ｉ ］
P ＨX ］ xＩP Ｈx ≤ Y Ｉ

P ＨX ≤ Y Ｉ

］
λＫ µ

λ
λe(−λx)

∫ ∞
x

P ＨY ］ yＩdY ］ ＨλＫ µＩe−(λ+µ)x

所以已知X ≤ Y时，X的条件分布为参数为λ Ｋ µ的指数分布，这也和

两个变量的较小者的参数为两个变量参数之和的结论一致。
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3.1.3 例3：任务分配问题的贪心策略评估

考虑一个规划问题，我们需要将N个任务一对一地分配给N个人，第i个

人进行第j个任务的代价由Ci,j表示，我们试图找到一个任务分配方案使得

总和
∑
C最小。现在考察以下两个贪婪策略：

策略ａ：对于第一个人，选择使其工作代价最小的任务k分配给他，即

对于任何有效的i, C1,i ≥ C1,k。并从余下所有人的可选任务队列中删除任

务k，递归地进行这个过程。

策略ｂ：对于一共n2个代价，选择一个全局最小值Cm,n，并将任务n分

配给人m，并从任务队列和人物队列中删除m和n，递归地进行这个过程。

现在假设所有的Ci,j是服从参数为λ的指数分布的独立变量，我们将证

明此时两个策略的期望代价是相等的，以Ci表示策略中第i个人的实际工作

代价。

对于策略ａ，C1是N个ｩｩ､指数分布变量中的最小者，它服从参数为Nλ的

分布；C2是N − Ｑ个ｩｩ､指数分布变量中的最小者，它服从参数为Ｈ−ＱＩNλ的
分布，以此类推：

EＨCＩ ］ EＨ

N∑
n=1

CnＩ ］

N∑
n=1

EＨCnＩ ］
Ｑ

λ

N∑
n=1

Ｑ

n

对于策略ｂ，我们不是一般地按照选取顺序重排人的编号使得第n次分

配任务给人n，此时C1服从参数为N
2λ的指数分布；给定C1 ］ c时，Ci,j −

c按照无记忆性仍然是参数为λ的指数分布，所以C2−EＨC1Ｉ服从参数为Ｈn−
ＱＩ2λ的指数分布，以此类推：

EＨCＩ ］

N∑
n=1

EＨCnＩ ］
Ｑ

N2λ
Ｋ Ｈ

Ｑ

N2λ
Ｋ

Ｑ

ＨN − ＱＩ2λ
Ｉ Ｋ ... ］

Ｑ

λ

N∑
n=1

Ｑ

n

3.1.4 例4：银行服务时间

假设你到达银行，两个柜台均处于被使用状态，其完成服务的时间分

别服从参数为λ1, λ2的指数分布，你进入首先结束服务的柜台接受服务并离

开，求你在银行停留的时间期望：

以S1和S2分别记当前两个柜台结束服务的时间，t为你在银行停留的总

时间，则：
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EＨtＩ ］ EＨt|S1 ≤ S2ＩP ＨS1 ≤ S2Ｉ Ｋ EＨt|S2 ≤ S1ＩP ＨS2 ≤ S1Ｉ

］ EＨt|S1 ≤ S2Ｉ
λ1

λ1 Ｋ λ2

Ｋ EＨt|S2 ≤ S1Ｉ
λ2

λ1 Ｋ λ2

而：

EＨt|S1 ≤ S2Ｉ ］ EＨS1 Ｋ s|S1 ≤ S2Ｉ ］ EＨS1|S1 ≤ S2Ｉ Ｋ EＨs|S1 ≤ S2Ｉ

］
Ｑ

λ1 Ｋ λ2

Ｋ
Ｑ

λ1

所以：

EＨtＩ ］
Ｓ

λ1 Ｋ λ2
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3.2 泊松过程

3.2.1 泊松过程的定义

作为重要随机过程中一员的泊松过程有多种定义，这一节罗列三种

定义并说明它们的等价性。利用上一章已有的知识，我们假设有一系列

服从参数为λ指数分布的独立随机变量，其取值为T1, T2, ...Tn...，记Sn ］∑n

i=1 Ti, S0 ］ Ｐ，此时形式化地定义泊松分布为一个随机过程：

定义1：

{NＨtＩ, t ≥ Ｐ}

NＨtＩ ］ max {n Ｚ Sn ≤ t}

分布函数可以直截了当地写出：

P ＨNＨtＩ ］ n0Ｉ ］

∫ ∞
0

P ＨNＨtＩ ］ n0, Sn0
］ T ＩdT

］

∫ ∞
0

P ＨSn0
］ T ＩI｛Sn0

≤ t｝e−λ(t−Sn0
)dT

其中积分内第二项是一个示性函数，第三项用来维系最大性，根据上

一节的结果，Sn是一个参数为Ｈλ, nＩ的伽马分布，所以：

P ＨNＨtＩ ］ n0Ｉ ］

∫ t

0

e−λ(t−T )λe
−λT ＨλT Ｉn−1

Ｈn− ＱＩＡ
dT

］
λne−λt

Ｈn− ＱＩＡ

∫ t

0

Tn−1dT ］ e−λt
ＨλtＩn

nＡ

根据定义这是一个参数为λt的泊松分布，泊松分布定义为：对于取值

为非负整数的随机变量X，对于λ ≥ Ｐ，有：

P ＨX ］ iＩ ］ e−λ
λi

iＡ

我们这里不证明泊松分布的数学性质，它们大都可以通过对其生成函

数φＨtＩ ］ eλ(e
t−1)的分析得到。

泊松分布的第二种定义是一个满足如下条件的随机过程：

定义2：

Ｑ、NＨtＩ ≥ Ｐ；
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Ｒ、NＨtＩ取整数值；

Ｓ、若s ≤ t，则NＨsＩ ≤ NＨtＩ；

（满足以上三个条件的随机过程称为一个计数过程）

Ｔ、在两个互斥（不重迭）的区间内所发生的事件的数目是互相独立的

随机变量。

Ｕ、在区间｛t, tＫ s｝内发生事件的数目服从参数为λs的泊松分布。

以上的Ｔ、Ｕ两点分别可以从我们之前的第一个定义中推出，第Ｔ点是因

为我们假设的到来元素服从无记忆的、独立的指数分布，第Ｕ点可以考察独

立泊松变量的和的参数，由其生成函数的形式可以推出成立。

泊松分布的第三种定义是一个满足如下条件的计数过程：

定义3：

Ｑ、NＨＰＩ ］ Ｐ［

Ｒ、其拥有平稳增量（即区间Ｈs, sＫ tＩ间事件数量和s无关）和独立增量

（即上一个定义的第Ｔ条）；

Ｓ、P ＨNＨtＫ hＩ−NＨtＩ ］ ＱＩ ］ λhＫ oＨhＩ；

Ｔ、P ＨNＨtＫ hＩ−NＨtＩ ≥ ＲＩ ］ oＨhＩ；

我们将从上述定义导出NＨtＩ的分布函数来结束本节。

固定v ≥ Ｐ，构造：

gＨtＩ ］ EＨe−vN(t)Ｉ

gＨtＫ hＩ ］ EＨe−vN(t+h)Ｉ ］ EＨe−vN(t)e−v(N(t+h)−N(t))Ｉ

］ EＨe−vN(t)ＩEＨe−v(N(t+h)−N(t))Ｉ

］ gＨtＩEＨe−v(N(t+h)−N(t))Ｉ

对于NＨhＩ取条件：

EＨe−v(N(t+h)−N(t))Ｉ ］ ＨＱ− λhＫ oＨhＩＩ Ｋ e−vＨλhＫ oＨhＩＩ Ｋ oＨhＩ

］ Ｑ− λhＫ e−vλhＫ oＨhＩ

继而：
gＨtＫ hＩ− gＨtＩ

h
］ gＨtＩλＨe−v − ＱＩ Ｋ

oＨhＩ

h
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取极限h→ Ｐ得到：

g′ＨtＩ

gＨtＩ
］ λＨe−v − ＱＩ ］

d

dt
ｬｮ gＨtＩ

ｬｮ gＨtＩ ］ λＨe−v − ＱＩtＫ C

令gＨＰＩ ］ Ｐ得到C ］ Ｐ，我们最终得到的是NＨtＩ的拉普拉斯变换：

EＨe−vN(t)Ｉ ］ eλt(e
−v−1)

若以v为自变量，上式就是参数为λt的泊松分布的拉普拉斯变换。由于

分布的拉普拉斯变换式唯一地确定了一个分布，所以我们得到了想要的结

论。

在此处列举的泊松过程三个定义中间，第一个是最能说明其物理意义

也最为简单明了的，后两个定义从不同的角度出发，在证明一些其他性质

时可以参考使用。

从直观的理解上，想象人们到达一个地点的时间间隔服从一个固定参

数的指数分布，则在t时该地点的人数服从一个泊松过程。因为时间间隔的

均值为 1
λ
，所以从平均意义上可以认为人的到达速率为λ，λ也被称作这个

泊松过程的速率。

3.2.2 泊松过程的复合

之前考虑的泊松计数过程是对于同质事件进行的，如果发生的事件以

概率p归类于类型ａ，以Ｑ− p归类于类型ｂ，我们分别以{NAＨtＩ, t ≥ Ｐ}和
{NBＨtＩ, t ≥ Ｐ}来对两种类型的事件计数。很容易验证NAＨtＩ满足上一节第三

个定义中的前两个条件，对于NＨhＩ取条件可得：

P ＨNAＨhＩ ］ ＱＩ ］ P ＨNAＨhＩ ］ Ｑ|NＨhＩ ］ ＱＩP ＨNＨhＩ ］ ＱＩ

ＫP ＨNAＨhＩ ］ Ｑ|NＨhＩ > ＱＩP ＨNＨhＩ > ＱＩ

］ λphＫ oＨhＩ

P ＨNAＨhＩ ≥ ＲＩＩ ≤ P ＨNＨhＩ ≥ ＲＩ ］ oＨhＩ

所以NA单独构成一个以λp为速率的泊松过程，同理NB是个以λＨＱ −
pＩ为速率的泊松过程，再由泊松过程的独立增量性，两个过程是相互独立

的。
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可以按照这一结论将多类型事件的泊松过程拆分为一系列独立的泊松

过程来考察，也可以将类型合并使得多个独立泊松过程合成为一个新的单

独过程，其速率为各个单独过程的速率之和。

3.2.3 到达时间的条件分布

我们考虑在给定条件NＨtＩ ］ Ｑ时，即在｛Ｐ, t｝区间上已经发生了一次事件

时，它在该区间上的分布，记其发生时间为T1：

P ＨT1 < s|NＨtＩ ］ ＱＩ ］
P ＨT1 < s,NＨtＩ ］ ＱＩ

P ＨNＨtＩ ］ ＱＩ
］
P ＨNＨsＩ ］ Ｑ, NＨt− sＩ ］ ＰＩ

P ＨNＨtＩ ］ ＱＩ

］
P ＨNＨsＩ ］ ＱＩP ＨNＨt− sＩ ］ ＰＩ

P ＨNＨtＩ ］ ＱＩ
］
e−λsλse−λ(t−s)

e−λtλt
］
s

t

可见此事件在的发生在｛Ｐ, t｝上均匀分布。

这一结论可以推广到NＨtＩ ］ n，此时考察事件发生时间Ｈsn ］ sn−1 Ｋ

TnＩ的分布：

fＨs1, s2, ...sn|NＨtＩ ］ nＩ ］
nＡ

tn

因为我们其实附加了条件s1 < s2 < ... < sn，所以s在｛Ｐ, t｝区间上也是

独立均匀分布的。

3.2.4 例5：到达车站的人群

到达车站的人群服从速率为λ的泊松过程，车子在时刻t出发，以X表

示在t发车时所有车上的人们等待的时间，NＨtＩ为t时间之前到达的人数，试

求：

Ｑ、EＨX|NＨtＩＩ［

Ｒ、varＨXＩ。

在给定NＨtＩ ］ n时，人到达这一事件在｛Ｐ, t｝上独立均匀分布，所以：

EＨX|NＨtＩＩ ］
tNＨtＩ

Ｒ

首先易知：

varＨX|NＨtＩＩ ］ NＨtＩvarＨUＨＰ, tＩＩ ］
t2NＨtＩ

ＱＲ
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从条件方差公式得到：

varＨXＩ ］ EＨvarＨX|NＨtＩＩＩ Ｋ varＨEＨX|NＨtＩＩＩ

］ EＨ
t2NＨtＩ

ＱＲ
Ｉ Ｋ varＨ

tNＨtＩ

Ｒ
Ｉ ］

t2

ＱＲ
λtＫ

t2

Ｔ
λt ］

λt3

Ｓ
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3.3 连续马尔可夫链

3.3.1 定义和科尔莫戈罗夫方程

类比时间离散的马尔可夫链，连续的马尔可夫链定义为一个这样的随

机过程{XＨtＩ, t ≥ Ｐ}，满足P ＨXＨt Ｋ sＩ ］ Sj |XＨsＩ ］ Si, XＨuＩ ］ xＨuＩ, Ｐ ≤
u < sＩ ］ P ＨXＨtＫ sＩ ］ Sj |XＨsＩ ］ SiＩ，连续马尔可夫链的平稳性指转移概

率P ＨXＨtＫ sＩ ］ Sj |XＨsＩ ］ SiＩ与s无关，我们假设以下讨论中的马尔可夫链

都是平稳的。

以Ti记一个连续马尔可夫链处于状态Si的时间，试求当其已经处于Si长

达s时间时，之后的t时间仍然处于Si的概率：

P ＨTi > sＫ t|Ti > sＩ

由马尔可夫性与平稳假设：

P ＨTi > sＫ t|Ti > sＩ ］ P ＨTi > tＩ

所以在连续的马尔可夫链中，处于任何一个状态的持续时间服从一个

指数分布，记它的速率为vi。这种指数分布的状态保留性使得连续情况下的

一些处理方法和离散状况不同。

记：

PijＨtＩ ］ P ＨTi > sＫ t|Ti > sＩ

为当前状态为Si，经过t时间后状态为Sj的概率。对于任意一个中间时

间点的可能状态求和给出连续情况下的科尔莫戈罗夫方程：

PijＨtＫ sＩ ］

∞∑
k=0

PikＨtＩPkjＨsＩ

如果目前以速率vi处在Si，以Pij最后转移到Sj状态，那么可知：

qij ］ viPij

为从Si转移到Sj这一事件的速率（应用符合泊松过程的结论）。称qij为

瞬时转移速率，我们有：

vi ］
∑
k

qik

Pij ］
qij∑
k qik
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考虑到连续马尔可夫链的状态迁移可以看做一个泊松过程的初始步骤，

我们有（利用定义Ｓ的第三个条件）：

ｬｩｭ
h→0

Ｑ− PiiＨhＩ
h

］ vi

ｬｩｭ
h→0

PijＨhＩ

h
］ qij

下面我们计算长程的极限概率分布，也即系统处于各个状态的平均时

间。

3.3.2 极限概率分布

由ｃＭｋ方程：

PijＨhＫ tＩ− PijＨtＩ ］ ｛

∞∑
k=0

PikＨtＩPkjＨhＩ｝− PijＨtＩ

］ ｛
∑
k 6=j

PikＨtＩPkjＨhＩ｝− ｛Ｑ− PjjＨhＩ｝PijＨtＩ

两侧除以h并取极限h→ Ｐ得到：

P ′ijＨtＩ ］ ｛
∑
k 6=j

PikＨtＩqkj ｝− vjPijＨtＩ

在长程意义上，我们一般假设最终的平衡状态和初始状态无关，所以：

Pj ］ ｬｩｭ
t→∞

PijＨtＩ

从而：

ｬｩｭ
t→∞

P ′ijＨtＩ ］ ｛
∑
k 6=j

qkjPk｝− vjPj

因为PijＨtＩ是一个有界函数，所以其导数必收敛至零，故：

vjPj ］
∑
k 6=j

qkjPk
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3.3.3 生灭过程

生灭过程是离散情形下的随机游走过程在连续情形下的类比。在离散

情况下，我们以当前坐标位置来刻画状态空间；在连续情形下，游走不是

一个很好的例子。想象一个服务系统，其中人数的增加途径是用户的到达，

减少途径是接受服务完毕以后用户的离开，此时我们可以用当前服务系统

中用户的数量来刻画状态空间，但必须假定用户的到达间隔和服务时间服

从指数分布（这两个假设至关重要，它们保证了整个系统的马尔可夫性。

如果我们赋予生灭途径以非指数的，即有记忆性的分布，那么当前距离上

一次状态变化的时间也会影响系统的状态，故系统中人数不能唯一地确定

一个状态）。

我们统一记系统中还有n个人时，到达者的速率为λn，服务的速率为µn，

换言之：

v0 ］ λ0

vi ］ λi Ｋ µi

qi,i+1 ］ λi

qi,i−1 ］ µi

Pi,i+1 ］
λi

λi Ｋ µi

Pi,i−1 ］
µi

λi Ｋ µi

利用上一节得到的极限概率平衡方程：

λ0P0 ］ µ1P1

Ｈλi Ｋ µiＩPi ］ λi−1Pi−1 Ｋ µi+1Pi+1

如果你希望套用离散情形的公式会得到：

Pi ］
∑
k

PkPk,i ］ Pi−1
λi−1

λi−1 Ｋ µi−1
Ｋ Pi+1

µi+1

λi+1 Ｋ µi+1

但这是一个错误的结论。如果我们忽略停留在每一个状态的时间，把

整个过程离散化来考察，以πi记离散化情形下的长程比例，确实有：

πi ］
∑
k

πkPki
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∑
k

πk ］ Ｑ

而平均每一次处于状态Si的时长为
1
λi
，所以：

Pi ］
πi/λi∑
k πk/λk

所以生灭过程的个状态平均时间求解也可以先离散化地解出πi，并加

权归一化。

3.3.4 一般生灭过程的解

从生灭过程的概率平衡方程中，依次逐差得到：

λ0P0 ］ µ1P1

λ1P1 ］ µ2P2

......

λnPn ］ µn+1Pn+1

所以：

Pn ］
λn−1
µn

Pn−1 ］ Ｈ

n∏
i=1

λi−1
µi

ＩP0

归一化条件等价于：

P0 ］ ＨＨ

∞∑
n=1

n∏
i=1

λi−1
µi

Ｉ Ｋ ＱＩ−1

所以：

Pn ］

∏n

i=1
λi−1

µi∑∞
n=1

∏n

i=1
λi−1

µi
Ｋ Ｑ

有解的充分条件是：
∞∑
n=1

n∏
i=1

λi−1
µi

<∞
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4 排队理论

4.1 定义和肯德尔记号

排队论研究这样一种系统：顾客以某种随机方式进入，并在队列中等

候直到其可以享受服务，服务结束后顾客离开系统。我们试图了解这样一

个系统的一些宏观性质。

ＵＰ年代初，美国数学家关于生灭过程的研究、英国数学家ｄＮｇＮ肯德尔

提出嵌入马尔可夫链理论，以及对排队队型的分类方法，为排队论奠定了

理论基础。其中肯德尔记号Ｈｋ･ｮ､｡ｬｬ ｎｯｴ｡ｴｩｯｮＩ是划分排队模型的手段。

一般的排队模型可以表示为模板“ｘＯｙＯｚＯａＯｂＯｃ”：

ｘ—顾客相继到达的间隔时间的分布；

ｙ—服务时间的分布；

（ｘ和ｙ的取值可以为：ｍＭ指数分布，ｇＭ一般分布）

ｚ—服务台个数；

ａ—系统容量限制（默认为∞）；
ｂ—顾客源数目（默认∞）；
ｃ—服务规则（默认为ｆｃｆｓＢｆｩｲｳｴ ｃｯｭ･Ｌ ｆｩｲｳｴ ｓ･ｲｶｩ｣･ＢＩ。

后三个特征一般使用默认情况，前三者可以形成组合：

Ｑ、ｍＯｍＯＱ：顾客到来时间间隔和服务时间服从指数分布，仅有一个队

列；

Ｒ、ｍＯｍＯｫ：顾客到来时间间隔和服务时间服从指数分布，有k ≥ Ｒ个

队列；

（以上两种统称为指数模型）

Ｓ、ｍＯｇＯＱ：顾客到来时间间隔副从指数分布，服务时间服从一般分

布，单条队列；

Ｔ、ｇＯｍＯＱ：顾客到来时间间隔副从一般分布，服务时间服从指数分

布，单条队列；

下文的讨论重点是上面四个模型，另有ｍＯｇＯｋ，ｇＯｍＯｋ，ｇＯｇＯＱ和ｇＯｇＯｫ等

模型，因为其分析性质一般，可以采取数值模拟的方法定性地研究。而即

便是最简单的ｍＯｍＯＱ模型，也可以通过设置可变参数和外加条件等等进行

扩充和推广。
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4.2 目标变量和价格方程

在排队系统上重要的基本量是：

L，系统中顾客的平均数；

LQ，队列中平均等待顾客数；

W，一个顾客在系统中所耗的平均时间；

WQ，一个顾客在队列中等待的平均时间。

排队理论就是从排队系统的人员到达分布和服务时间分布计算上述四

个基本量的理论，为了说明它们之间的关系，我们赋予这个系统一个支付

规则，即每个顾客需要按照此规则向系统支付金钱，则有价格恒等式：

系统赚钱的平均速率］λaＪ进入系统的顾客所支付的平均金额

其中λa是顾客抵达系统的速率：

λa ］ ｬｩｭ
t→∞

NＨtＩ

t

我们假设如下的三种规则：

规则Ｑ：对于每个客户，只要其处于系统中一个单位时间，就需要支付

一个单位金钱。

此时系统赚钱的速率就是系统中客户的数量，而平均支付金额就是客

户在系统中停留的平均时间，所以价格恒等式给出：

L ］ λa ∗W

规则Ｒ：对于每个客户，只要其处于等待队列中一个单位时间，就需要

支付一个单位金钱。

此时系统赚钱的速率就是队列中客户的数量，而平均支付金额就是客

户在队列中停留的平均时间，所以价格恒等式给出：

LQ ］ λa ∗WQ

规则Ｓ：对于每个客户，只要其处于被服务状态中一个单位时间，就需

要支付一个单位金钱。

此时系统赚钱的速率就是系统处于服务状态的时间比例，而平均支付

金额就是客户被服务的平均时间（记为EＨSＩ），所以价格恒等式给出：

Ｑ− P0 ］ λa ∗ EＨSＩ
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把系统中有人在接受服务的时期称为“忙期”，否则称为“闲期”，则

系统交替地处于闲期和忙期。一个给定系统的平均忙期时长和平均闲期时

长EＨBＩ和EＨIＩ常常也是度量系统性能的重要因素。
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4.3 排队过程作为生灭过程的推广

4.3.1 M/M/1

考虑最简单的排队情况：顾客的到来间隔服从于速率为λ的指数分布，

而服务的用时服从于速率µ的指数分布，试求L,LQ,W,WQ, EＨIＩ, EＨBＩ。

此时的系统等同于一个对于所有n, λn ］ λ, µn ］ µ的生灭过程，根

据ＳＮＳＮＴ节中的结论：

P0 ］
µ− λ
µ

Pn ］
µ− λ
µ

Ｈ
λ

µ
Ｉn

所以：

L ］

∞∑
n=0

nPn ］
µ− λ
µ

∞∑
n=0

nＨ
λ

µ
Ｉn

利用：
∞∑
n=0

nxn ］
x

ＨＱ− xＩ2

得到：

L ］
µ− λ
µ

λ/µ

ＨＱ− λ/µＩ2
］

λ

µ− λ

W ］
L

λ
］

Ｑ

µ− λ

WQ ］W − EＨSＩ ］
λ

µＨµ− λＩ

LQ ］ λWQ ］
λ2

µＨµ− λＩ

再利用P0是系统处于闲期的时间占比：

P0 ］ ｬｩｭ
n→∞

∑n

i=1 Ii∑n

i=1 Ii ＫBi
］ ｬｩｭ

n→∞

1
n

∑n

i=1 Ii
1
n

∑n

i=1 Ii ＫBi
］

EＨIＩ

EＨIＩ Ｋ EＨBＩ

最后一步是大数定律的结果，利用EＨIＩ ］ 1
λ0=λ
：

EＨBＩ ］
Ｑ− P0

λ0P0

］
Ｑ

µ− λ
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在指数模型里，我们还可以计算一个顾客在系统中停留时间W ∗的分

布，首先计算一个停留时间W ∗ ］ t的顾客到达时，系统中到达人数N的分

布：

P ＨN ］ n|W ∗ ］ tＩ ］
P ＨN ］ nＩP ＨW ∗ ］ t|N ］ nＩ

P ＨW ∗ ］ tＩ

以n为自变量，此时P ＨW ∗ ］ t|N ］ nＩ是一个伽马密度，因为需要等待

的时间是n次服务时间之和：

P ＨN ］ n|W ∗ ］ tＩ ］
Ｑ

P ＨW ∗ ］ tＩ
Pn
µe−µtＨµtＩn−1

nＡ
］

ＨＱ− λ/µＩµe−µt

P ＨW ∗ ］ tＩ

ＨλtＩn

nＡ

对n求和：

∞∑
n=0

P ＨN ］ n|W ∗ ］ tＩ ］
ＨＱ− λ/µＩµe−µt

P ＨW ∗ ］ tＩ

∞∑
n=0

ＨλtＩn

nＡ
］

ＨＱ− λ/µＩµe−µt

P ＨW ∗ ］ tＩ
eλt ］ Ｑ

得到：

P ＨW ∗ ］ tＩ ］ Ｈµ− λＩe−(µ−λ)t

即顾客的等待加上服务时间服从一个速率为µ− λ的指数分布。
以上将朴素的ｍＯｍＯＱ作为恒速率的生灭过程来处理，当引入生灭速率

与状态有关的非平凡关系时（譬如提供服务的能力会因为排队人数数量增

加而增加），需要使用ＳＮＳＮＴ中解的完整形式。

4.3.2 例6：有限容量的M/M/1模型

考虑ｍＯｍＯＱ模型的这样一个变型：排队队列的长度上限为N，即如果

排队人数已经到达N位，则新到来的顾客将不会进入系统。此时的平衡方

程与常规解的不同之处在于一般递推式在n ］ N时变化为：

µPN ］ λPN−1

归一时的等比数列求和在有限项上进行，得到：

P0 ］
Ｑ− λ

µ

Ｑ− Ｈλ
µ
ＩN+1

此时的到达速率：

λa ］ λＨＱ− PN Ｉ
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因为顾客的到达构成一个泊松过程，按照成功进入Ｏ失败进入分为两

类，ＳＮＲＮＲ节中的结果指出成功进入的计数是一个到达速率为λＨＱ − PN Ｉ的新
的泊松过程。

利用PN的递推式以及L ］
∑

n nPn和ＴＮＲ中的关系式可以解出有限容

量ｍＯｍＯＱ的四个目标变量。

4.3.3 例7：优化排队系统的参数

排队论在了解系统性质以外，也能够利用对于系统性质的定量分析来

优化系统参数。

考虑这样一个场景：系统提供速率为µ的服务的价格是cµ，每次服务收

费A，来客速率为λ，队列容量为N，试求µ|c, A, λ,N使得平均利润最大。
记单位时间的利润为M，利用ＴＮＲ的价格方程，A即人均支付的金额：

MＨµ|c, A, λ,NＩ ］ λaA− cµ ］
λAＨＱ− Ｈλ

µ
ＩN Ｉ

Ｑ− Ｈλ
µ
ＩN+1

− cµ

对µ求导数置零即得最优解。

4.3.4 M/M/k

对应于肯德尔记号ｍＯｍＯｫ的是k个可选队列，当k个队列对应的服务台

中有一个结束服务时，新的客户就会进入被服务的进程。这一模型可以完

全套用生灭过程的一般解，设到达速率为λ，单服务台处理速率为µ：

λn ］ λ

µn ］

nµ ｮ < ｫ

kµ ｮ ≥ ｫ

上面第二个等式成立是因为指数分布随机变量由ｭｩｮ算符联系时的性

质。

此时：
n∏
i=1

λi−1
µi

］

 λn

µnn!
ｮ < ｫ

λn

µnkn−kk!
ｮ ≥ ｫ

P0 ］ ＨＱ Ｋ

k−1∑
n=1

λn

µnnＡ
Ｋ

∞∑
i=k

λn

µnkn−kkＡ
Ｉ−1
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对于n < k：

Pn ］ P0
λn

µnnＡ

对于n ≥ k：
Pn ］ P0

λn

µnkn−kkＡ

四个关键目标变量的计算方法不变。
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4.4 其他排队模型

4.4.1 M/G/1

在服务时间服从一般的任意分布时，设置这样一种付费策略：如果一

顾客的剩余服务时间为t，则顾客到达系统到其离开系统时，每单位时间支

付金额t。此时系统赚钱的速率为当前所有顾客所剩余的服务时间之和，记

平均排队用时WQ，服务时长S而平均每个顾客支付的金额为：

EＨcostＩ ］ EＨWQS Ｋ

∫ S

t=0

ＨS − tＩdtＩ ］WQEＨSＩ Ｋ
EＨS2Ｉ

Ｒ

所以价格方程变为：

WQ ］WQλaEＨSＩ Ｋ
λaEＨS2Ｉ

Ｒ

如果到达速率服从统一的λ，得到波拉泽克Ｍ欣齐内公式（ｐｯｬｬ｡｣ｺ･ｫＭ

ｋｨｩｮｴ｣ｨｩｮ･）：

WQ ］
λEＨS2Ｉ

ＲＨＱ− λEＨSＩＩ

L,LQ,W在求得WQ后利用ＴＮＳＮＱ中的关系可求。

在求平均闲期长度和忙期长度时，利用ＴＮＲ中价格方程的最后一种变

型：

Ｑ− P0 ］ λEＨSＩ

以及ＴＮＳＮＱ中的关系：

P0 ］
EＨIＩ

EＨIＩ Ｋ EＨBＩ

和指数到达的性质：

EＨIＩ ］
Ｑ

λ

解得：

EＨBＩ ］
EＨSＩ

Ｑ− λEＨSＩ

非指数模型不可以套用连续马尔可夫链的结论，因为状态保持的时

长不再服从指数分布。在这种情形下，只能通过设置付费策略来尝试性

地提取平均意义上统计量之间的关系。失效的不仅仅是递推关系，就连

我们一直以来用系统中剩余人数来划分状态空间的方法也是无效的，因

为ｍＯｇＯＱ的完全状态空间应该有有序对Ｈn, tＩ来表示，其中n代表当前系统
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人数，t代表当前被服务的客户已经被服务的时间。之所以在上述的推理中

使用了P0是因为在n ］ Ｐ时，状态的迁移由一个指数分布随机变量引起，故

序对中的t是没有价值的。

4.4.2 G/M/1

当服务时间服从指数分布，而顾客服从任意分布时，按照上一节末尾

的讨论，完备的状态空间由有序对Ｈn, tＩ其中t代表最后一个顾客抵达系统后

经过的时间，已服务时间由其无记忆性无需考察。这个模型的处理技巧是：

考虑顾客到达时系统中的人数形成的随机过程{Xn, n ≥ Ｑ}，记Xn为第n个

到达者看到的系统中的人数（这是一个离散的随机过程！）。

考察此时的状态迁移概率，以j代表新的一位顾客到来用时中被服务而

离开的人数，在服从一般分布的到来用时中被服务的人数构成一个泊松过

程：

Pi,i+1−j ］

∫ ∞
t=0

e−µt
µj

jＡ
gＨtＩdt

Pi,0 ］ Ｑ−
i∑

j=0

Pi,i+1−j

极限概率的平衡方程组为：

∞∑
k=0

πk ］ Ｑ

πk ］

∞∑
i=k−1

πi

∫ ∞
t=0

e−µt
µi+1−k

ＨiＫ Ｑ− kＩＡ
gＨtＩdt Ｈk ≥ ＱＩ

这一方程组的通解形式为：

πk ］ cβk

容易验证其中β满足：

β ］

∫ ∞
0

e−µt(1−β)gＨtＩdt

利用数值方法求得β后可求πk ］ ＨＱ − βＩβk，容易验证在一般分布被取
为指数分布时这一解和ｍＯｍＯＱ系统解的一致性。



Ｔ 排队理论 ＳＴ

W可以对到达顾客所看见的人数的所有可能性直接求和：

W ］

∞∑
k=0

πkEＨwaitingtime|kＩ ］
∞∑
k=0

ＨＱ− βＩβk k Ｋ Ｑ

µ

］
Ｑ− β
µ

∞∑
k=0

Ｈk Ｋ ＱＩβk

它正比于 β
1−β的微分，所以：

W ］
Ｑ

µＨＱ− βＩ

此时的到达速率：

λa ］
Ｑ∫∞

t=0
tgＨtＩdt

WQ, L和LQ由价格方程和基本关系可得。

在ｇＯｍＯＱ模型中，我们还可以求得顾客等待时间的分布，它是一个速

率为µＨＱ− βＩ的指数分布，求解的方法和ＴＮＳＮＱ保持一致，因为在那里我们并

没有使用到顾客到达为泊松过程的前提。

为了计算长程时间占比Pn，首先：系统中人数从n增加到n Ｋ Ｑ的速率

和从nＫ Ｑ减少到n的速率必须相同，否则系统在长程就不处于平衡态：

λπn ］ µPn+1

所以：

Pn ］
λ

µ
ＨＱ− βＩβn−1

P0 ］ Ｑ− λ

µ

分析ｇＯｍＯＱ的忙闲期，首先注意到在离散过程中状态Ｐ返回自身的平均

用时就是一个闲期Ｍ忙期周期的平均人数，利用ＲＮＲＮＳ中的结论，该人数期望

等于：
Ｑ

π0
］

Ｑ

Ｑ− β
故一个闲期Ｍ忙期平均用时：

Ｑ

λＨＱ− βＩ
］ EＨIＩ Ｋ EＨBＩ
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再利用ＴＮＳＮＱ中P0与EＨIＩ, EＨBＩ的关系，得到：

EＨIＩ ］
Ｑ

µＨＱ− βＩ

EＨBＩ ］
µ− λ

λµＨＱ− βＩ
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4.5 排队网络

在以上的情况下，我们都考虑“顾客到达→顾客接受一次服务→顾客
离开的模式”，在这一小节我们考虑顾客串联地接受两次服务的情况。为了

简单起见，假设顾客到达间隔、第一个服务台服务、第二个服务台服务分

别服从速率为λ, µ1, µ2的指数分布。

此时状态空间扩展为二维Pn,m，n和m分别表示第一个服务子系统和第

二个服务子系统中人数，在一般情况下：

ＨλＫ µ1 Ｋ µ2ＩPn,m ］ λPn−1,m Ｋ µ1Pn+1,m−1 Ｋ µ2Pn,m+1

三个边界情况：

λP0,0 ］ µ2P0,1

ＨλＫ µ1ＩPn,0 ］ λPn−1,0 Ｋ µ2Pn,1

ＨλＫ µ2ＩP0,m ］ µ1P1,m−1 Ｋ µ2P0,m+1

可以联系归一化条件直接求同解，不过更好的方法是利用结论：遍

历的生灭过程是时间可逆的（两个直接互连的状态间互相转移的速率必

须相等，否则此过程在长程而言不是遍历的）。则第一个服务台输出的顾

客也服从速率为λ的泊松过程，从而可以把两个服务子系统看做两个独立

的ｍＯｍＯＱ模型，所以：

Pn,m ］ P 1
nP

2
m ］

µ1 − λ
µ1

Ｈ
λ

µ1

Ｉn
µ2 − λ
µ2

Ｈ
λ

µ2

Ｉm

L ］

∞∑
n=0

∞∑
m=0

ＨnＫmＩPn,m ］

∞∑
n=0

nP 1
nＨ

∞∑
m=0

P 2
mＩ Ｋ

∞∑
m=0

mP 2
mＨ

∞∑
n=0

P 2
nＩ

］
λ

µ1 − λ
Ｋ

λ

µ2 − λ

W ］
Ｑ

µ1 − λ
Ｋ

Ｑ

µ2 − λ
串联系统的“等待”不是很好定义，故不讨论LQ,WQ和闲忙期指标。
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