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嬱 导言 嬳

1 导言

本文的主要目的在于陈述子孃孁的理论基础，并尽量从基础的理解层面

联系到其他一系列的机器学习模型，也即数据分析算法。即便在机器学习

和数据科学蓬勃发展的现在，机器学习模型也仍然面临着缺乏宏观的系统

性，导致各个模型间缺少联系、单打独斗的困境。看似无关的诸多模型间

的内在统一性是这篇说明背后的主题。

第二部分描述了子孃孁的动机。

第三部分相对比较浅显，基于最大方差理论的基本假设，虽然对其本

质的诠释比较模糊，但是只需要基本的线性代数知识就可以理解。

第四部分揭示了子孃孁的本质，从正态分布的参数估计导出了子孃孁的全

部内容，主要来自于子孒孍孌一书中习题嬲嬮嬳嬴的注解。需要矩阵理论知识（包

括矩阵性质和矩阵微积分）以及基础的机器学习理论。

第五部分开始往后是关于子孃孁的一系列扩展，在讨论中，我们将能够

看到子孃孁背后的哲学如何联系到贝叶斯方法、人工神经网络、隐含元模型、

孌孯孧孩孳孴孩季回归、聚类问题乃至隐含马尔可夫模型（孈孍孍）。

必要的数学基础知识基本上都在推导过程以及附录孁中给出，为了控

制篇幅，少数的遗漏部分尽量给出了参考文献。这篇文章总体上可以被认

为孳孥孬学嬭季孯孴孡孩孮孥孤（不知道怎么翻译比较合适）的。只希望对于子孃孁的算法有

所了解的人推荐详细阅读第二、三部分，理解性地阅读第四部分。想要了

解子孃孁在更多场合中的应用的读者，推荐再阅读第六部分。希望通过阅读

这篇文章，对于整个机器学习理论的框架有所把握的读者，推荐着重阅读

第七第八部分以及附录孂孃。



嬲 动机 嬴

2 动机

图 嬱嬺 一个孕孆孏就是一个在三个维度上投影相差很大的形体，通过将其方差

最小的维度压缩，我们近似认为孕孆孏是一个平面的“圆盘”

主成分分析是数据降维的方法之一，旨在将输入的n维数据降至k维

（k < n），而且新的k个维度的基是n维空间中的正交基（这种正交性来源于

这样的假设：特征空间中的各个特征之间应该是独立的）。这里面k的大小

一方面取决于需要，一方面取决于降维造成的信息损失的大小，基组的正

交性会在过程中自然得到。

可以用这样的方法通俗地解释一下主成分分析的效果：假设我们拥有

一个分布在三维空间中的数据集合，每个数据项是三维空间中的一个坐标，

如果这个数据集合服从这样的特殊分布：在存嬭孙平面中投影为一个椭圆，而

在孚方向基本都靠近于嬰。那么我们就可以认为，该组数据可以从三维降维

至存嬭孙平面，从而舍弃数据集合在孚方面的震荡。在实际的情况中，整个数

据分布的中心可能偏移空间参考点，可降的维度和分布的维度也往往不正

交，但是这并不影响子孃孁的效果。



嬳 推导方法嬱：子孃孁作为最大方差理论下的一种降噪 嬵

图 嬲嬺 如图所示，在正交的两个方向上，一个方向方差很大，另一个方差很

小，可以考虑舍弃方差小的维度，将所有数据投影到方差大的方向上去

3 推导方法1：PCA作为最大方差理论下的一种降

噪

从上文的例子中看出，在被消去的维度上，数据集合的震荡，即方差比

较小。这来源于信号处理上的最大方差理论：即和信号相比，噪音的方差

更小，所以通过消去方差小的维度，可以起到消除噪音的效果。换言之，在

新的k个维度上，数据集合的方差较大。为了简单地计算方差，数据集合首

先经线性移动，矫正至其质心和空间参考点重合，此时新的k维空间的某个

基记为u，数据项记为x，我们考察x在u方向的偏移，这个值就是x在u上的

投影大小，设投影的向量为ku，则由p 嬽 x−ku垂直于u，可得〈ku嬫p, u〉 嬽

〈ku, u〉 嬫 〈p, u〉 嬽 k 嬽 〈x, u〉，转化为内积运算。我们记数据集合为以数据
项为列向量的矩阵X，其列数即数据项数目，记为N。设目标基为u1（即

在u1方向方差最大）。则要选择u1来最大化

N∑
i=1

〈xi, u1〉

也即最大化
N∑
i=1

〈xi, u1〉2



嬳 推导方法嬱：子孃孁作为最大方差理论下的一种降噪 嬶

将内积展开
N∑
i=1

嬨xTi u1嬩
2

等价于
N∑
i=1

嬨uT1 xi嬩嬨x
T
i u1嬩

等价于

uT1 嬨

N∑
i=1

xix
T
i 嬩u1

上式中的合式即XXT 换言之，最大化的目标函数为

uT1XX
Tu1

矩阵XXT是一个对称矩阵因为嬨XXT 嬩T 嬽 嬨XT 嬩TXT 嬽 XXT，还是一

个半正定矩阵，因为vTXXT v 嬽 嬨XT v嬩T 嬨XT v嬩 嬽 〈XT v,XT v〉 ≥ 嬰，当数

据集中没有线性相关项时正定。

可将XXT分解为QT嬃Q，其中Q为标准正交矩阵，嬃为对角阵，对角元

素为XXT的特征值。因为u1为单位向量，故目标式中嬨Qu1嬩
T嬃嬨Qu1嬩的Qu1也

是单位向量，因为嬨Qu1嬩
T 嬨Qu1嬩 嬽 uT1Q

TQu1 嬽 〈u1, u1〉 嬽 嬱。

不妨设Qu1 嬽 嬨v1, v2, ......vn嬩，而且
∑n

i=1 v
2
i 嬽 嬱

则目标函数值为
∑n

i=1 v
2
i λi

易知其最大值为取对应λi最大时的vi为嬱，其他均为嬰。此时因为Qu1 嬽

嬨嬱, 嬰....嬰嬩，（将特征值从大到小排列，对应整理Q），则u1为Q的元素，即对

应最大特征值的特征向量。以此类推地，u2是对应第二大特征值的特征向

量嬮嬮嬮嬮嬮嬮 换句话说，可以把提取U的过程当做对XXT进行孓孖孄分解的过程，

当对象矩阵为对称矩阵时，孓孖孄退化为QT嬃Q分解。部分资料和相关实例

可详见

孨孴孴孰嬺嬯嬯孭孰嬮孷孥孩學孩孮嬮孱孱嬮季孯孭嬯孳嬯孬季孅孇孃孖孏孓孅嬴TpQpZmXm嬳WA

与上链接相比，本文直接用孓孖孄解释了最大化目标函数的过程。



嬴 推导方法嬲：子孃孁作为高维正态分布的最大似然估计和参数压缩 嬷

4 推导方法2：PCA作为高维正态分布的最大似然

估计和参数压缩

推导方法嬱真正的核心和基本假设是最大方差理论，而其蕴含的二次型

合式有和最小二乘法相近的形式，事实上它们确实同出一辙：二者都是高

斯噪声环境下的参数估计方法。为解释协方差矩阵XXT的意义，以下的推

导旨在揭示这样一个事实：子孃孁的基本假设只包含了一个：数据的分布服

从n维正态分布。

在已经拥有分布形式的假设后，任务就是确定该分布的决定参数，n维

正态分布一般而言有共n嬨n 嬫 嬱嬩个参数，而一个好的分布只有n 嬫 n嬨n 嬫

嬱嬩/嬲个参数（可以将嬆分为一个对称矩阵和一个反对称矩阵的和，后者在二

次型中自然消失，所以我们假设嬆有对称性），而且还有额外限制条件（一

个良好定义的孮维正态分布的协方差矩阵应为一个（半）正定矩阵）。下面

演示从X中推断µ和嬆的过程。

µ的推断是直接的，因为高斯分布的一阶统计量可以直接用统计均值作

为无偏估计，从广泛的意义上来说，贝叶斯估计不会对一阶统计量产生误

差，这一点也蕴含了之前的推导方法中经过线性移动使得数据集合质心与

坐标原点重合的方法之有效性。与之相比，嬆的推断比较困难。

首先写出一个参数待定的高斯函数生成存的似然函数的对数函数：

孬孮嬨p嬨X|N嬨µ,嬆嬩嬩嬩 嬽 −Nn
嬲

孬孮嬨
π

嬲
嬩− N

嬲
孬孮 |嬆| − 嬱

嬲

N∑
i=1

嬨xi − µ嬩T嬆−1嬨xi − µ嬩

可以看到的是
∑
xi和

∑
xTi xi提供了充分信息嬨孳孵嬋季孩孥孮孴 孳孴孡孴孩孳孴孩季孳嬩，换

言之：

观测量 → 嬨
∑
xi和

∑
xTi xi嬩→ µ,嬆是一个马尔可夫过程。

对µ求导数，使之为嬰得到：

N∑
i=1

嬨xi − µ嬩T嬆−1 嬽 嬰

故

µ 嬽
嬱

N

N∑
i=1

xi



嬴 推导方法嬲：子孃孁作为高维正态分布的最大似然估计和参数压缩 嬸

对嬆求偏导，有

−N
嬲

∂

∂嬆
孬孮 |嬆| − 嬱

嬲

∂

∂嬆

N∑
i=1

嬨xi − µ嬩T嬆−1嬨xi − µ嬩

对一个矩阵的行列式求导数，得到其伴随矩阵的转置，所以第一项

∂

∂嬆
孬孮 |嬆| 嬽 adj嬨嬆嬩T

|嬆|
嬽 嬆−1

记

S 嬽
嬱

N

N∑
i=1

嬨xi − µ嬩嬨xi − µ嬩T

N∑
i=1

嬨xi − µ嬩T嬆−1嬨xi − µ嬩 嬽 NTr孛嬆−1S孝

下面分析对于嬆的每一项的导数：

∂

∂嬆ij

N∑
i=1

嬨xi − µ嬩T嬆−1嬨xi − µ嬩 嬽 N
∂

∂嬆ij

Tr孛嬆−1S孝 嬽 NTr孛
∂

∂嬆ij

嬆−1S孝

运用
∂

∂x
A−1 嬽 −A−1 ∂A

∂x
A−1

，

上式可以通过
∂

∂x
嬨AB嬩 嬽

∂A

∂x
B 嬫A

∂B

∂x

微分A−1A 嬽 I得到。

NTr孛
∂

∂嬆ij

嬆−1S孝 嬽 −NTr孛嬆−1 ∂嬆

∂嬆ij

嬆−1S孝 嬽 −NTr孛嬆−1S嬆−1
∂嬆

∂嬆ij

孝

考察
∂嬆

∂嬆ij

这是一个除ij位置为嬱以外，其他位置均为嬰的矩阵（这里暂时抛弃了嬆作

为对称矩阵的假设）

所以

嬆−1S嬆−1
∂嬆

∂嬆ij



嬴 推导方法嬲：子孃孁作为高维正态分布的最大似然估计和参数压缩 嬹

是一个第j列为嬆−1S嬆−1第i列的矩阵，其迹为该列的第j位，也即嬆−1S嬆−1的ji位，

也即ij位。

所以
∂

∂嬆ij

Tr孛嬆−1S嬆−1
∂嬆

∂嬆ij

孝 嬽 嬨嬆−1S嬆−1嬩ij

将此结论拓展至整个嬆，得到

∂

∂嬆

N∑
i=1

嬨xi − µ嬩T嬆−1嬨xi − µ嬩 嬽 −N嬆−1S嬆−1

令先前的偏导数为零，即：

−N
嬲

嬆−1 嬫
嬱

嬲
N嬆−1S嬆−1 嬽 嬰

得到

嬆 嬽 S

可以看出，如果不是直接使得数据中心化的话，协方差矩阵将会处理

这一项，这也符合正态分布的性质（先估计均值，再估计方差）。

上述的过程是从实验采集的数据还原正态分布参数的过程，这个模型

的参数数量瓶颈在于协方差矩阵，将孓孖孄应用于协方差矩阵，就能压缩协

方差矩阵的秩，而这从形式上来说和推导方法嬱中的后半部分是一样的。

进入N维空间观察，此时正态分布呈现一个各个轴正交（因为嬆是对称

的）的椭球，而其中最长轴的方向就是协方差矩阵嬆的对应最大特征值的特

征向量的方向（可以将该向量代入分布函数，可以发现在该方向可以最大

化概率，因为对嬆取逆使得幂中的二次型对应最大特征值的倒数，反置符号

后在对数形式中最大化），次长轴对应次大特征值，以此类推。将比较短的

轴压缩至零，也就等价于在嬆的奇异值分解形式里，把对角阵中较小的元素

直接置零，从这里能看出，在应用孓孖孄上，两种推导方法是一致的。

将原始数据认为是由一个正态分布所生成的假设是最一般性的假设，

这是因为正态分布是限定均值和方差下的最大熵分布（仅限定均值下的最

大熵分布是指数分布）。许多模型都是这一基本假设和模型任务的简单结

合，除了维度规约以外，回归、分类、聚类都是如此。

4.1 回归任务中的正态分布假设

在回归任务上，对于输入x，我们试图寻找一个函数f，使得f嬨x嬩 嬽
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图 嬳嬺 线性回归，x嬽學

y尽可能接近真实值。线性回归假设函数的形式为：

f嬨x嬩 嬽 wTx

给定的材料为序对嬨xn, tn嬩的集合。

我们不失一般性地假设f的输出和真实的输出之间的偏差由一个加性高

斯噪声引起，此时：

p嬨T|X, θ嬩 嬽

N∏
n=1

N嬨tn|wTxn, σ
2嬩嬩

孬孮 p嬨T|X, θ嬩 嬽 C1 − C2

N∑
n=1

嬨tn −wTxn嬩2

平衡条件为：

w 嬽 嬨

N∑
n=1

xntn嬩嬨

N∑
n=1

xnx
T
n 嬩−1

通过调节θ来最大化似然概率的过程就是一个标准的回归过程，如果f是

关于x, θ的线性函数，通过取对数后外加孬孮 p嬨θ嬩一项，我们就得到标准的贝

叶斯线性回归算法。因为正态分布的解析形式，线性回归的损失函数拥有

最小二乘的形式。

4.2 分类任务中的正态分布假设

在分类任务上，我们假设：不同类型的数据元素由不同均值、同协方差

的正态分布产生，考虑一个二类分类问题，我们试图计算一个给定条目x属
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图 嬴嬺 分类模型

图 嬵嬺 分类边界

于某个类型的概率，反复利用贝叶斯公式：

p嬨Class1|x嬩 嬽
p嬨Class1,x嬩

p嬨x嬩
嬽

p嬨Class1,x嬩

p嬨Class1,x嬩 嬫 p嬨Class2,x嬩

嬽
嬱

嬱 嬫 p(Class2)
p(Class1)

p(x|Class2)
p(x|Class1)

记：
p嬨Class2嬩

p嬨Class1嬩
嬽 孥學孰 {z}

p嬨x|Class2嬩
p嬨x|Class1嬩

嬽 孥學孰
{
xT嬆−1嬨µ1 − µ2嬩

}
孥學孰

{
−嬱

嬲
µT1 嬆−1µ1 嬫

嬱

嬲
µT2 嬆−1µ2

}
总结一下：

p嬨Class1|x嬩 嬽
嬱

嬱 嬫 孥學孰 {xTw 嬫 y}
嬽 σ嬨xTw 嬫 y嬩
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给出孌孯孧孩孳孴孩季 孒孥孧孲孥孳孳孩孯孮的基本形式，孳孩孧孭孯孩孤函数其实只是对同协方

差、不同均值正态分布参数的压缩表示。我们可以直接对于w, y进行优化来

给出分类器，不过如果我们不去求出µ1, µ2,嬆，我们的模型就没有生成实验

数据的能力。

同协方差的分类模型就是线性分类模型，因为其在特征空间给出的分

类边界是线性的。这也是因为关于x的二次项被消去了，只留下一次项。如

果我们假设不同的协方差，则一般而言会给出一个二次函数的决策边界。

4.3 聚类任务中的正态分布假设

在聚类任务上，我们可以认为聚类标签是分类标签的一种软近似，但

是鉴于一开始没有关于标签的认识，我们需要引入隐含变量（即未被直接

观测的变量）来进行建模。整个聚类过程可以被看做是对于一个混合高斯

分布的最大似然估计：

p嬨x嬩 嬽

M∑
m=1

πmN嬨x|µm,嬆m嬩

πm ≥ 嬰

M∑
m=1

πm 嬽 嬱

在这估计中采取一些贪婪近似（准确地说，在孅孍算法的孅步骤将计算

期望近似为直接取最大概率的情况为嬱，其他为嬰），就会得出最常见的孋嬭

孭孥孡孮孳聚类算法。不过混合分布（或任何含隐含变量）的似然估计一般需

要孅孍（孅學孰孥季孴孡孴孩孯孮 孍孡學孩孭孵孭）算法，孅孍算法本身是一个很庞大的主题，

这里不做展开。
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5 贝叶斯主成分分析（Bayesian PCA）

子孃孁本质上是一个正态分布的最大似然估计，因为略去了先验参数分

布，所以将其直接作为后验估计也是可取的嬮自然而然的贝叶斯扩充方法

是选择一个先验参数分布，协方差矩阵先验分布是Wishart分布，或者利

用gaussian − wishart来同时赋予µ和嬆先验参数，无论如何，这都不过是

在参数的贝叶斯推断过程中的改良，而子孃孁无非是在似然估计以后衔接上

一个参数数量压缩工具而已。
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6 人工神经网络中的PCA

图 嬶嬺 一个基础的神经网络结构：输入层嬫隐含层嬫输出层

一个或许令人有些失望的事实是，虽然我们经过了上述的推导，达到

了现有子孃孁的精致结果，不过事实上子孃孁可以在人工神经网络中自然而然

地出现。关于人工神经网络（孁孎孎）的知识这里不做补充说明。

遵从之前的符号，考虑这样一个神经网络：输入和输出各有n个单元，

仅有一个隐含层包含k个单元，所有的激活函数是线性的，以{x}为训练集
合，以最小二乘误差为损失函数，我们试图在这个网络上训练“相等”这

一语义。

对于线性的神经网络写出：

y 嬽 xAB

其中y是网络的输出，而A,B分别为n ∗ k和k ∗ n的矩阵，显然的：

rank嬨AB嬩 ≤ min嬨n, k嬩 嬽 k

所以可以这样认为：这个神经网络对于输入进行了一次线性变换，该

变换的矩阵是秩不大于k的矩阵中，使得变换结果和原始输入相差最小的矩

阵。因为整个过程都是线性的，所以梯度下降能够终止于一个全局的最优

解。

从神经网络的角度可以自然地得到非线性子孃孁，只需要把线性单元全

部替换为非线性单元即可。从网络构架的角度理解，非线性子孃孁是一种瓶
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颈信道，从训练集中学习到的模式有助于调节瓶颈的功能性，使得经过瓶

颈后相对原始输入的损失最少。

瓶颈模型对于信息压缩的一般过程可以参考一个它在马尔可夫过程中

的应用（《信息论基础》习题嬲嬮嬱嬴），我们假设一个过程从n种状态中的一个

开始，迁移到k个状态中的一个，最后迁移到m个状态中的一个嬨k ≤ n,m ≥
n嬩。瓶颈对于通信的整体干预可以表达为I嬨N 嬻M嬩 ≤ 孬孯孧 k：

链式展开：

I嬨N 嬻M,K嬩 嬽 I嬨N 嬻M嬩 嬫 I嬨N 嬻K|M嬩 嬽 I嬨N 嬻K嬩 嬫 I嬨N 嬻M |K嬩

因为N → K →M是一个马尔可夫过程：

I嬨N 嬻M |K嬩 嬽 嬰

因为互信息的非负性得证：

I嬨N 嬻M嬩 ≤ I嬨N 嬻K嬩 嬽 H嬨K嬩−H嬨K|N嬩 ≤ 孬孯孧 k

从直观上理解，神经网络的中间层即是被传递信息的上限，而这样的

一个三层网络结构就是一个有损编码、解码的过程，所以我们可以在子孃孁网

络被充分训练以后，移除输出层，转而将隐含层作为输出，连接之后的其

他可调参网络结构。

在刚才的讨论中，我们一直默认网络的输入和输出为浮点型参数，不

过也有一些模型以离散空间作为参数空间，譬如受限玻尔兹曼机（孒孥孳孴孲孩季孴孥孤

孂孯孬孴孺孭孡孮 孍孡季孨孩孮孥）仅以嬰和嬱作为可能的输入、输出。但是孒孂孍的内在原

理和子孃孁还是一致的，本来玻尔兹曼机的模型就来源于孉孳孩孮孧模型，而孉孳孩孮孧模

型除了用来解释磁场，也能描述公民投票（此处投票选出的代表就是大众

民意的一种有损编码）以及进行图片降噪等等。和神经网络的不同之处在

于，孒孂孍的训练一般采取散度估计而不是梯度下降，因为它严格来说是一

个马尔可夫场而不是一个适应性函数。马尔可夫场是一种一般性的概率图

模型（子孲孯孢孡孢孩孬孩孳孴孩季 孇孲孡孰孨孩季 孍孯孤孥孬），我们会继续提到概率图模型的表示

方法来泛化模型，但是受限于篇幅，不就其上的学习过程深入展开。
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7 PCA的推广——Probabilistic Principal

Component Analysis

7.1 动机

在先前的假设中，我们认为数据由一个高维正态分布生成，并通过对

协方差矩阵做孓孖孄分解来进行减秩。另一种类似的思路是：有一个原本

是k维的元数据，它被映射到了n维上并成为了现有数据。根据这种思路提

出的模型叫做子孲孯孢孡孢孩孬孩孳孴孩季 子孲孩孮季孩孰孡孬 孃孯孭孰孯孮孥孮孴 孁孮孡孬孹孳孩孳嬮

图 嬷嬺 子孃孁的概率图模型

图 嬸嬺 子子孃孁的概率图模型
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7.2 模型架构

子子孃孁假设一个k维的隐含变量z服从：

p嬨z嬩 嬽 N嬨z|0, I嬩

而可观测变量x服从：

p嬨x|z嬩 嬽 N嬨x|Az 嬫 µ, σ2I嬩

此处的A, µ, σ2为可训练参数。注意到我们并没有对z的分布做出任何

非一般性的假设，这是因为在z空间做的任何变动都可以在x空间中通过调

节参数被等价地实现。

通过附录孁中的结论：

p嬨x嬩 嬽

∫
p嬨x, z嬩dz 嬽 N嬨x|µ,AAT 嬫 σ2I嬩

p嬨z|x嬩 嬽 N嬨z|嬨ATA 嬫 σ2I嬩−1AT 嬨x− µ嬩, σ−2嬨ATA 嬫 σ2I嬩嬩

7.3 参数推断

我们首先尝试使用最大似然估计对可变参数求值，似然概率的对数形

式为：

孬孮 p嬨X|A, µ, σ2嬩 嬽

N∑
n=1

孬孮 p嬨xn|A, µ, σ2嬩

将左侧和式的每一项展开，对于µ的求解很简单，因为关于它的导数为

零条件是线性的。优化A和σ2的方法有两种，一种是和提出子子孃孁的原文里

一致的直接求导并分情况讨论，其难度并不高于本文第三部分的推理过程；

另一种是使用含隐含元模型的通用方法——孅孍算法。

孅孍算法的总体框架如下：

首先，估计隐含变量的分布p嬨Z|X, θold嬩
其次，将{X,Z}视作“完整的数据集合”，并在z服从上一步的分布的

情况下，优化参数：

θnew 嬽 maxθ {Ez孛p嬨{X,Z} |θ嬩孝}

这一步骤中，常常利用：

Ez孛孬孮 p嬨X,Z|θ嬩孝 嬽 Ez孛

N∑
n=1

孬孮 p嬨zn|θ嬩 嬫 孬孮 p嬨xn|zn, θ嬩孝
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并通过内移期望算子来简化运算，使得联合分布的期望最大化转化为

先求出z相关变量的期望，再最优化的过程。

譬如在子子孃孁的例子中，我们可以继续写出：

Ez孛孬孮 p嬨X,Z|θ嬩孝 嬽

N∑
n=1

−D 孬孮 嬲πσ2

嬲
− 嬱

嬲σ2
嬨xn − µ嬩T 嬨xn − µ嬩

− 嬱

嬲σ2
Ez孛zTnA

TAzn孝 嬫
嬱

σ2
Ez孛zTn 孝嬨xn − µ嬩 嬫

嬱

嬲
Ez孛zTnzn孝

第二行中的三个期望值可由p嬨Z|X嬩直接得到，之后的参数更新过程如

下给出：

Anew 嬽 嬨

N∑
n=1

嬨xn − µ嬩E孛zn孝T 嬩嬨

N∑
n=1

E孛znz
T
n 孝嬩−1

σ2
new 嬽

嬱

ND

N∑
n=1

嬨xn−µ嬩T 嬨xn−µ嬩−嬲E孛zn孝TAT 嬨xn−µ嬩嬫Tr
{
E孛znz

T
n 孝ATA

}
详细的过程可以参考子孒孍孌的习题嬱嬲嬮嬱嬵。

最后提及一点，子子孃孁中p嬨x|z嬩分布的协方差矩阵是对角元素全等的矩

阵，如果保持对角阵的性质，但是放宽对角元素全等的假设，我们可以试

图从给定训练集上学习不同维度上的不同方差，这一算法叫做独立成分分

析（孉孮孤孥孰孥孮孤孥孮孴 孃孯孭孰孯孮孥孮孴 孁孮孡孬孹孳孩孳）。这种将同质对角矩阵泛化为一般

对角矩阵的思想也在其他的模型中体现得出来，譬如将线性回归模型中的

外加白噪声替换成一个有一般对角协方差矩阵的零均值分布，我们就得到

了关联向量机（孒孥孬孥孶孡孮季孥 孖孥季孴孯孲 孍孡季孨孩孮孥，虽然名称上和孓孖孍很像，但其

背后的设计原理天差地远。孒孖孍的参数估计方法虽然只是贝叶斯公式的反

复套用，但是形式比较复杂，这里不再展开讨论）。
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8 PPCA的推广——Linear Dynamic System

8.1 动机

在本文正文最后，我们讨论现有的框架在时域上的推广。数据的时变

特性是孩孩孤模型所欠缺的，孩孩孤分布数据集的联合分布可以写做：

p嬨X嬩 嬽

N∏
n=1

p嬨xn嬩

而在时变模型中，我们需要考虑数据之间的相互联系：

p嬨X嬩 嬽

N∏
n=1

p嬨xn|X− xn嬩

有诸多的假设可能帮助我们将过于复杂的条件分布p嬨xn|X − xn嬩简化，

譬如：

与未来的无关性：

p嬨xn|X− xn嬩 嬽 p嬨xn|x1,x2, ...xn−1嬩

马尔可夫性：

p嬨xn|x1,x2, ...xn−1嬩 嬽 p嬨xn|xn−1嬩

一般来说，加长马尔可夫链的长度（即增加条件分布中的条件数量）

可以提高模型的效果，不过完全可以通过编码状态空间来不失一般性地将

任意有限阶的马尔可夫过程转化为一个一阶马尔可夫过程，所以在理论上

我们只讨论一阶马尔可夫过程。

因为子孃孁的基本假设是正态分布，那么我们很可能会设想一个这样的

模型：

图 嬹嬺 线性贝叶斯网络——显式马尔可夫模型

在这一过程中，我们用：

p嬨X嬩 嬽 p嬨x0嬩

N∏
n=1

p嬨xn|xn−1嬩
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来描述联合分布。

这一个模型（显性马尔可夫模型）的缺陷在于：假设中的条件独立性

（给定xm，则xm−1和xm+1相互独立）在现实中不一定成立，但是扩展链的

长度则会使得该子孇孍中的边数以及模型参数数量增长过快。针对这些缺点，

隐含马尔可夫模型（孈孍孍）被提出。

图 嬱嬰嬺 隐含马尔可夫模型的概率图模型（孺为离散变量）

利用孤嬭孳孥孰孡孲孡孴孩孯孮算法，容易看出除非条件中包含xm1
,xm2

，否则这两

项是不独立的，这就满足了对于时变模型最一般的假设。孈孍孍的另一个优

点是其子孇孍拥有树结构，所以允许一些递归式的算法。孈孍孍本身是需要

深入研究和探讨的重要模型，这里不过多赘述。

孈孍孍的隐含变量一般是离散的，如果我们假设一个连续分布的隐含变

量，那么我们几乎可以直接地把子子孃孁的单元扩展形成一个连续性孈孍孍。

图 嬱嬱嬺 线性动态系统的概率图模型（孺为连续变量）

在子子孃孁中，我们已经假设p嬨xn|zn嬩是一个线性高斯分布，如果我们假

设隐含变量的迁移概率p嬨zn|zn−1嬩也是线性高斯分布的话，我们就得到了一
个标准的线性动态系统（孌孩孮孥孡孲 孄孹孮孡孭孩季 孓孹孳孴孥孭），此时的联合分布表达

为：

p嬨X嬩 嬽 p嬨X|Z嬩p嬨Z嬩 嬽 嬨

N∏
n=1

p嬨xn|zn嬩嬩嬨p嬨z1嬩

N∏
n=2

p嬨zn|zn−1嬩嬩

因为整个系统完全由正态分布和线性的条件正态分布组成，所以联合

分布也是一个正态分布。

该模型的可训练参数包括p嬨z1嬩和p嬨x|z嬩, p嬨zn|zn+1嬩的参数，具体的训

练方法和孈孍孍很类似，可以递归地进行。
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不过在实际运用中，孌孄孓的线性假设并不总是成立，反而是孈孍孍用转

移矩阵表达的隐含关系更具普遍性，所以推荐大家进一步了解一下孈孍孍的

参数训练方法。

在应用层面，孌孄孓相对于孈孍孍也有一个小优势，那就是在对隐含变量

进行估计时，只需要取分布p嬨Z嬩的均值即可，但是同样的任务在孈孍孍上则

需要递归地运行孖孩孴孥孲孢孩算法。
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9 附录A：正态分布

9.1 多维高斯分布及其几何意义

高斯分布的一维形式是：

N嬨x|µ, σ2嬩 嬽
嬱√

嬲πσ2
孥學孰

{
− 嬱

嬲σ2
嬨x− µ嬩2

}

图 嬱嬲嬺 嬱维高斯分布，选取不同的方差σ2

其归一性的证明为（注意到因为积分上下限为无穷，故µ可以变参消

去）：

I 嬽

∫
孥學孰

{
− 嬱

嬲σ2
x2
}
dx

I2 嬽

∫ ∫
孥學孰

{
− 嬱

嬲σ2
x2 − 嬱

嬲σ2
y2
}
dxdy

转化为极坐标，积分系数的获取是源于：

‖J‖ 嬽

∥∥∥∥∂嬨x, y嬩

∂嬨r, θ嬩

∥∥∥∥ 嬽

∥∥∥∥∥
(
∂x
∂r

∂y
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂θ

)∥∥∥∥∥ 嬽 r

所以有：

dxdy 嬽 rdrdθ

x2 嬫 y2 嬽 r2
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此时积分转化为：

I2 嬽

∫ 2π

0

∫
孥學孰

{
− r2

嬲σ2

}
rdrdθ

嬽 嬲π

∫
孥學孰

{
− r2

嬲σ2

}
d嬨

嬱

嬲
r2嬩

嬽 嬨−嬲πσ2嬩 孥學孰

{
− r2

嬲σ2

}
|r

2=inf
r2=0

嬽 嬲πσ2

代入定义式可得归一性。

在高维D，即多变量的情况下，高斯分布的形式为（此处x和µ为向量，

嬆为矩阵）：

N嬨x|µ,嬆嬩 嬽
嬱

嬨嬲π嬩
D
2

嬱

|嬆| 12
孥學孰

{
−嬱

嬲
嬨x− µ嬩T嬆−1嬨x− µ嬩

}

图 嬱嬳嬺 嬲维高斯分布

考察协方差矩阵的逆嬆−1，将其记为一个对称矩阵和一个反对称矩阵之

和嬆−1 嬽 嬆s 嬫 嬆a：

uT嬆−1u 嬽 uT 嬨嬆s 嬫 嬆a嬩u 嬽 uT嬆su嬫 uT嬆au
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对于其中第二项：

uT嬆au 嬽 嬨uT嬆au嬩T 嬽 uT嬆T
a u 嬽 −uT嬆au

所以：

uT嬆au 嬽 嬰

因此我们不妨认为协方差矩阵的逆是一个对称矩阵，所以协方差矩阵

本身也是对称矩阵：

嬆T 嬽 嬨嬨嬆−1嬩−1嬩T 嬽 嬨嬨嬆−1嬩T 嬩−1 嬽 嬨嬆−1嬩−1 嬽 嬆

对称矩阵的特征值均为实数，当且仅当所有的特征值均为正实数时

（即为正定矩阵时），一个正态分布是良好定义的，否则
√
|嬆|会得到无意

义的结果。

从几何上可以找到直观的原因，首先：

嬆−1 嬽 QT嬃Q

uT嬆−1u 嬽 嬨Qu嬩T嬃嬨Qu嬩

其中Q为正交阵，嬃为对角元素全正的对角阵，该分解是对称矩阵的特

征值分解，也是孓孖孄的特例。而幂函数里的二次型可以看做是向量u经过一

次正交变换后，以正定矩阵嬃定义的内积空间中的长度。容易知道的是，在

该空间中的等值面，也即到原点µ等距离的包络面是一个椭球体，其在各个

正交方向上的轴长由嬃的元素，也即嬆的特征值的倒数决定。

经过特征值分解以后，高维高斯分布的归一性可以通过在每个正交方

向证明归一性后累乘得到，只要将嬨嬰, 嬰, ...嬱, 嬰, ...嬰嬩T代入u，将|嬆|记做特征
值之积即可。

高斯分布被广泛用于噪声和误差的分布，其原因在于：给定均值和方

差两个累积量时，高斯分布是连续性分布中信息熵（又称香农熵）最大的，

一个分布的信息熵定义为：

−
∫
p嬨x嬩 孬孮 p嬨x嬩dx

给定以下三个约束条件： ∫
p嬨x嬩dx 嬽 嬱
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∫
xp嬨x嬩dx 嬽 µ∫

嬨x− µ嬩2p嬨x嬩dx 嬽 σ2

求熵的极值：

F 嬽

∫ {
−p嬨x嬩 孬孮 p嬨x嬩 嬫 λ1p嬨x嬩 嬫 λ2xp嬨x嬩 嬫 λ3嬨x− µ嬩2p嬨x嬩

}
dx−λ1−λ2µ−λ3σ

2

该泛函的核函数为：

G嬨x, y, y′嬩 嬽 −p嬨x嬩 孬孮 p嬨x嬩 嬫 λ1p嬨x嬩 嬫 λ2xp嬨x嬩 嬫 λ3嬨x− µ嬩2p嬨x嬩

设置条件∂G
∂y
− d

dx
嬨 ∂G
∂y′

嬩 嬽 嬰，则：

孬孮 p嬨x嬩− λ2x− λ3嬨x− µ嬩2 − λ1 嬫 嬱 嬽 嬰

即：

p嬨x嬩 嬽 孥學孰
{
−嬱 嬫 λ1 嬫 λ2x嬫 λ3嬨x− µ嬩2

}
将上式依次代入三个约束条件中，即可证明标准高斯分布导致的拉格

朗日乘子满足条件：

λ1 嬽 嬱− 嬱

嬲
孬孮嬨嬲πσ2嬩

λ2 嬽 嬰

λ3 嬽
嬱

嬲σ2

这使得高斯分布往往被作为“可能的最差情况”，纳入通信系统和机器

学习任务的分析中。事实上还可以证明，在输出信号和信道加性噪声均为

限功率的连续信号的情况下，正态分布是传信率的鞍点平衡条件，即发信

者为了发送最多的信息，应该以正态分布进行发信，而干扰者为了最大化

地干扰通信，也应该施加一个呈正态分布的噪音。

9.2 多维高斯分布下向量的条件概率和边缘概率

本节中考察的第一个问题是：对于一个高维高斯分布而言，如果已经

确定了x其中的一部分，剩下部分服从什么样的分布。不失一般性地，我们

如下分割各个参数（这里不显式注明对称性）：

x 嬽

(
xa

xb

)
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µ 嬽

(
µa

µb

)

嬆 嬽

(
嬆aa 嬆ab

嬆ba 嬆bb

)

嬃 嬽 嬆−1 嬽

(
嬃aa 嬃ab

嬃ba 嬃bb

)
考察幂函数里的二次型：

−嬱

嬲
嬨x− µ嬩T嬆−1嬨x− µ嬩 嬽 −嬱

嬲

(
xa − µa
xb − µb

)T (
嬃aa 嬃ab

嬃ba 嬃bb

)(
xa − µa
xb − µb

)

嬽 −嬱

嬲
嬨xa − µa嬩T嬃aa嬨xa − µa嬩− 嬨xa − µa嬩T嬃ab嬨xb − µb嬩 嬫 constant

季孯孮孳孴孡孮孴包含了与xa无关的项。

可以看出，上述的二次型与一般的正态分布二次型相似，一般而言：

−嬱

嬲
嬨x− µ嬩T嬆−1嬨x− µ嬩 嬽 −嬱

嬲
xT嬆−1x嬫 xT嬆−1µ嬫 constant

换言之，比较二次型中x的二次项系数和一次项系数，就可以算出对应

的正态分布参数，让我们类似地处理xa的分布：

−嬱

嬲
嬨xa − µa嬩T嬃aa嬨xa − µa嬩− 嬨xa − µa嬩T嬃ab嬨xb − µb嬩 嬫 constant

嬽 −嬱

嬲
xTa嬃aaxa 嬫 xTa 嬨嬃aaµa − 嬃ab嬨xb − µb嬩嬩

所以P 嬨xa|xb嬩也是一个正态分布，而且：

嬆−1a|b 嬽 嬃aa

嬆−1a|bµa|b 嬽 嬃aaµa − 嬃ab嬨xb − µb嬩

记M 嬽 嬨嬆aa − 嬆ab嬆
−1
bb 嬆ba嬩

−1为嬆−1的舒尔补的逆，则由分块矩阵求逆

公式可得：(
A B

C D

)−1
嬽

(
M −MBD−1

−D−1CM D−1 嬫D−1CMBD−1

)

嬃aa 嬽 M 嬽 嬨嬆aa − 嬆ab嬆
−1
bb 嬆ba嬩

−1
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嬃ab 嬽 −M嬆ab嬆
−1
bb 嬽 −嬨嬆aa − 嬆ab嬆

−1
bb 嬆ba嬩

−1嬆ab嬆
−1
bb

所以：

P 嬨xa|xb嬩 嬽 N嬨xa|µa 嬫 嬆ab嬆
−1
bb 嬨xb − µb嬩,嬆aa − 嬆ab嬆

−1
bb 嬆ba嬩

本节考察的第二个问题是边缘概率，由贝叶斯公式可得：

P 嬨xa嬩 嬽

∫
P 嬨xa, xb嬩dxb

我们将证明它也服从高斯分布，并推导其参数。在积分符号中，首先

处理关于xb的二次型：

−嬱

嬲
xTb 嬃bbxb 嬫 xTb 嬨嬃bbµb − 嬃ba嬨xa − µa嬩嬩

记m 嬽 嬃bbµb − 嬃ba嬨xa − µa嬩，试图对上式配平：

−嬱

嬲
嬨xb − 嬃−1bb m嬩T嬃bb嬨xb − 嬃−1bb m嬩 嬫

嬱

嬲
mT嬃−1bb m

积分的过程仅仅对第一项有效，而且他是一个以嬃−1bb 为协方差，嬃−1bb m为

均值的正态分布，所以积分的结果是一个正态分布的归一系数，因此在马

上分析xa二次型的过程中不必加以考虑。现在剩下的与xa有关的项有
1
2
mT嬃−1bb m和

取出xb二次型时没有考虑的部分，它们在幂函数表现为和：

−嬱

嬲
xTa嬃aaxa 嬫 xTa 嬨嬃aaµa 嬫 嬃abµb嬩 嬫

嬱

嬲
mT嬃−1bb m

将m展开：

−嬱

嬲
xTa嬃aaxa 嬫 xTa 嬨嬃aaµa 嬫 嬃abµb嬩嬫

嬱

嬲
嬨嬃bbµb − 嬃ba嬨xa − µa嬩嬩T嬃−1bb 嬨嬃bbµb − 嬃ba嬨xa − µa嬩嬩

取出xa的二次型和一次型的系数：

嬆−1a 嬽 嬃aa − 嬃Tba嬃
−1
bb 嬃ba

嬆−1a µa 嬽 嬨嬃aa − 嬃ab嬃
−1
bb 嬃ba嬩µa

我们得到了：

P 嬨xa嬩 嬽 N嬨xa|µa,嬆aa嬩

协方差矩阵的逆被叫做子孲孥季孩孳孩孯孮 孍孡孴孲孩學，在协方差矩阵中可以直接读

出一对变量间是否相关（观察嬆ij是否为零）而在子孲孥季孩孳孩孯孮 孍孡孴孲孩學中可以直

接读出在给定其他所有变量的情况下，一对变量是否相关（观察嬃ij是否为

零）。
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图 嬱嬴嬺 嬲孄 孇孡孵孳孳孩孡孮 图 嬱嬵嬺 嬲孄 孇孡孵孳孳孩孡孮

9.3 多维高斯分布下线性关系的条件概率和边缘概率

上节探讨了，将xa和xb作为一个向量中的两部分时，导出的条件概率

和边缘概率。这一节中我们讨论更一般的情况，如果y是x的线性函数，在

给定P 嬨x嬩和P 嬨y|x嬩时，能否求出P 嬨y嬩和P 嬨x|y嬩的分析形式？

P 嬨x嬩 嬽 N嬨x|µ,嬃−1嬩

P 嬨y|x嬩 嬽 N嬨y|Ax嬫 b, 嬠孌−1嬩

为了分析x, y的联合分布，我们做向量z：

z 嬽

(
x

y

)

P 嬨z 嬽

(
x

y

)
嬩 嬽 P 嬨x嬩P 嬨y|x嬩

与之前一样，我们的观察重点在于分布的幂函数中，参变量的系数，

所以取对数：

孬孮P 嬨z嬩 嬽 孬孮P 嬨x嬩 嬫 孬孮P 嬨y|x嬩

嬽 −嬱

嬲
嬨x− µ嬩T嬃嬨x− µ嬩− 嬱

嬲
嬨y −Ax− b嬩T 嬠孌嬨y −Ax− b嬩 嬫 constant

下面利用矩阵，通过提取xy的二次项系数，首先整理出关于z的二次项

系数：

−嬱

嬲
xT 嬨嬃 嬫AT 嬠孌A嬩x− 嬱

嬲
yT 嬠孌y 嬫 xTAT 嬠孌y
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嬽 −嬱

嬲

(
x

y

)T (
嬃 嬫AT 嬠孌A −AT 嬠孌

−嬠孌A 嬠孌

)(
x

y

)
嬽 −嬱

嬲
zTRz

其中R是z的协方差矩阵的逆，利用分块矩阵求逆公式可得：

嬆z 嬽 R−1 嬽

(
嬃−1 嬃−1AT

A嬃−1 嬃−1 嬫A嬃−1AT

)
类似地，找出关于x, y的一次项系数，并整理为关于z的形式：

xT嬃µ− xTAT 嬠孌b嬫 yT 嬠孌b 嬽

(
x

y

)T (
嬃µ−AT 嬠孌b

嬠孌b

)
所以：

µz 嬽 嬆z

(
嬃µ−AT 嬠孌b

嬠孌b

)
嬽

(
µ

Aµ嬫 b

)
至此，我们已经得到了作为x, y联合分布的z的正态分布参数，下面的

过程可以直接利用上一小节的成果：

P 嬨y嬩 嬽 N嬨y|µy,嬆yy嬩 嬽 N嬨y|Aµ嬫 b,嬃−1 嬫A嬃−1AT 嬩

P 嬨x|y嬩 嬽 N嬨x|µx − 嬃−1xx嬃xy嬨y − µy嬩,嬃−1xx 嬩

嬽 N嬨x|µ− 嬨嬃 嬫AT 嬠孌A嬩−1嬨−AT 嬠孌嬩嬨y −Aµ− b嬩, 嬨嬃 嬫AT 嬠孌A嬩−1嬩

如果记嬆 嬽 嬨嬃 嬫AT 嬠孌A嬩−1，那么：

嬆x|y 嬽 嬆

µx|y 嬽 嬆
{

嬨嬃 嬫AT 嬠孌A嬩µ嬫AT 嬠孌嬨y −Aµ− b嬩
}

嬽 嬆
{

嬃µ嬫AT 嬠孌嬨y − b嬩
}

9.4 似然参数估计

这一节中介绍正态分布的似然估计方法，贝叶斯估计方法放在最后一

节介绍。

首先考虑一维的正态分布，分别考虑在已知方差的情况下估计均值和

在已知均值的情况下估计方差，以及同时估计二者。

因为：

P 嬨µ, σ2|x嬩 ∝ P 嬨x|µ, σ2嬩
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对于一个孩孩孤的数据集合D：

P 嬨µ, σ2|D嬩 ∝
N∏
i=1

P 嬨xi|µ, σ2嬩

∝ 孬孮

N∏
i=1

P 嬨xi|µ, σ2嬩 嬽

N∑
i=1

−嬱

嬲
孬孮 嬲πσ2 − 嬨xi − µ嬩2

嬲σ2

嬽 −N
嬲

孬孮 嬲πσ2 − 嬱

嬲σ2

N∑
i=1

嬨xi − µ嬩2

定义损失函数，则最大化后验概率即最大化似然概率即最小化损失函

数：

E嬨µ, σ2嬩 嬽
N

嬲
孬孮 嬲πσ2 嬫

嬱

嬲σ2

N∑
i=1

嬨xi − µ嬩2

首先固定方差：

E嬨µ|σ2嬩 ∝
N∑
i=1

嬨xi − µ嬩2

∂

∂µ
E嬨µ|σ2嬩 嬽 C

N∑
i=1

嬨xi − µ嬩

对导数置零，就得到了固定方差下的均值估计：

µ 嬽
嬱

N

N∑
i=1

xi

注意到均值的似然估计中不存在和方差有关的项，所以即便没有关于

方差的信息，也可以直接地先进行均值的似然估计。

对方差的导数置零得到：

σ2 嬽
嬱

N

N∑
i=1

嬨xi − µ嬩2

似然估计在二阶累积量上是有差的，一个直接的结论是用因子N−1
N
来

校正方差的估计，不过在数据量足够大的时候，这是不重要的误差。可以

证明，在平均意义上，贝叶斯学习方法中，参数的方差总是随着学习资料

的增加而减小，即趋向于确定数值的。

对于一阶累积量，我们将证明：

Eθ孛θ孝 嬽 ED孛Eθ孛θ|D孝孝
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因为：

Eθ孛θ孝 嬽

∫
P 嬨θ嬩θdθ

ED孛Eθ孛θ|D孝孝 嬽

∫ {∫
P 嬨θ|D嬩θdθ

}
P 嬨D嬩dD

嬽

∫ {∫
P 嬨θ|D嬩P 嬨D嬩dD

}
θdθ

嬽

∫
P 嬨θ嬩θdθ

对于二阶统计量，我们将证明：

varθ孛θ孝 嬽 ED孛varθ孛θ|D孝孝 嬫 varD孛Eθ孛θ|D孝孝

其中：

varθ孛θ孝 嬽 Eθ孛θ
2孝− 嬨Eθ孛θ孝嬩

2

嬽

∫
θ2P 嬨θ嬩dθ − 嬨

∫
θP 嬨θ嬩dθ嬩2

ED孛varθ孛θ|D孝孝 嬽 ED孛Eθ孛θ
2|D孝− 嬨Eθ孛θ|D孝嬩2孝

嬽 ED孛Eθ孛θ
2|D孝孝− ED孛嬨Eθ孛θ|D孝嬩2孝

嬽

∫ {∫
θ2P 嬨θ|D嬩dθ

}
dD −

∫ {∫
θP 嬨θ|D嬩dθ

}2

dD

嬽

∫
θ2P 嬨θ嬩dθ −

∫ {∫
θP 嬨θ|D嬩dθ

}2

dD

varD孛Eθ孛θ|D孝孝 嬽 ED孛E2
θ 孛θ|D孝孝− 嬨ED孛Eθ孛θ|D孝孝嬩2

嬽

∫ {∫
θP 嬨θ|D嬩dθ

}2

dD − 嬨

∫ {∫
θP 嬨θ|D嬩dθ

}
dD嬩2

嬽

∫ {∫
θP 嬨θ|D嬩dθ

}2

dD − 嬨

∫
θP 嬨θ嬩dθ嬩2

将后两项相加可得证明。

明确上述等式的物理意义是很有价值的：等式左侧是参数的先验方差，

也可以看做参数的先验不确定性。右侧的第一项表示平均意义上的后验方
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差，因为右侧第二项非负，所以后验方差在平均意义上总是小于先验方差，

也即“观测总是不增加不确定性”。如果参数均值的后验方差更大，也就意

味着观测带来了更多的信息，从而后验方差将愈发减小，也即观测者对于

参数的把握通过观测而增大。

9.5 贝叶斯参数估计

贝叶斯参数估计利用公式：

P 嬨w|D嬩 ∝ P 嬨D|w嬩P 嬨w嬩

这是一个看似比较直接的结论，但是实际的证明并不明显，因为这个

等式蕴含着，对于所有的D，它们的生成概率P 嬨D嬩相等，这蕴含生成的数

据集属于典型集内，需要利用弱大数定律来证明渐进均分性（孁孅子），这部

分知识仍旧属于信息论的范畴。渐进均分性意味着：如果采样的次数足够

多，几乎所有生成的数据集合D（不一定要孩孩孤）都是等可能的。而在典型

集中进行分析允许我们进行一系列的平均近似，上方的等比例也是这一近

似的结果。

通过给定P 嬨w嬩来防止过拟合。考虑此时的损失函数：

E嬨w嬩 嬽 − 孬孮P 嬨w|D嬩 嬽 C −
N∑
i=1

孬孮P 嬨xi|w嬩− 孬孮P 嬨w嬩

略去常数项，对于一维正态分布：

E嬨µ, σ2嬩 嬽
N

嬲
孬孮 嬲πσ2 嬫

嬱

嬲σ2

N∑
i=1

嬨xi − µ嬩2 − 孬孮P 嬨µ, σ2嬩

首先考虑固定方差的情况，我们希望：增加P 嬨w嬩后，不改变损失函数

的代数形式，换言之，我们希望有：

E嬨µ|σ2嬩 嬽
嬱

嬲x

N ′∑
i=1

嬨xi − µ嬩2

一个合适的方法是选择µ的分布为另一个正态分布：

P 嬨µ嬩 嬽 N嬨µ|µ0, σ
2
0嬩

− 孬孮P 嬨µ嬩 嬽 C 嬫
嬱

嬲σ2
0

嬨µ0 − µ嬩2
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E嬨w嬩 嬽
嬱

嬲σ2

{
N∑
i=1

嬨xi − µ嬩2 嬫
σ2

σ2
0

嬨µ0 − µ嬩2

}
这等价于在对于观测集最小二乘误差的累积中增加了一项，而：

µpost 嬽
嬱

N 嬫 σ2

σ2
0

{
N∑
i=1

xi 嬫
σ2

σ2
0

µ0

}

嬽 µ0
σ2

Nσ2
0 嬫 σ2

嬫 µML
Nσ2

0

Nσ2
0 嬫 σ2

这起到的效果是：后验均值将是先验均值和最大似然均值的凸组合，

组合的偏向性由先验方差决定。如果先验不确定很大，也就是说先验分布

很扁平，则后验分布将偏向似然估计的结果，反之，若先验分布很肯定，先

验方差小，则结果将偏向先验均值。

对于方差的后验估计：

E嬨σ2|µ嬩 嬽
N

嬲
孬孮σ2 嬫

嬱

嬲σ2

N∑
i=1

嬨xi − µ嬩2 − 孬孮P 嬨σ2嬩

− 孬孮P 嬨σ2嬩将有一个对数和一个倒数的形式，以下为讨论方便，取λ 嬽

σ−2：

E嬨λ|µ嬩 嬽 −N
嬲

孬孮λ嬫
λ

嬲

∑
嬨x− µ嬩2 − 孬孮P 嬨λ嬩

则：

P 嬨λ|a, b嬩 嬽 f嬨a, b嬩 孥學孰 {aλ嬫 b 孬孮λ}

嬽 f嬨a, b嬩λb 孥學孰 {aλ}

重整参数至符合规范的命名，并归一化，我们得到了伽马分布：

P 嬨λ|a, b嬩 嬽
嬱

嬀嬨a嬩
baλa−1 孥學孰嬨−bλ嬩 嬽 Gam嬨λ|a, b嬩

将其带入损失函数并写出σ2
post的过程是一个形式化的过程，这里不展

开探讨。

我们也可以同时选择均值和方差的先验分布，因为其表征为损失函数

中和式的两项，而且因为向左结合任一项都不影响函数的代数形式，所以

二者的联合分布就是：

P 嬨µ, σ2嬩 嬽 P 嬨µ|σ2嬩P 嬨σ2嬩
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不失一般性，我们假设P 嬨µ|σ2嬩的方差经过了一个线性变换：

P 嬨µ, λ|µ0, σ
2
0, a, b嬩 嬽 N嬨µ|µ0, 嬨βλ嬩−1嬩Gam嬨λ|a, b嬩

对于高维高斯分布，其均值的先验分布的最优候选是另一个同维高斯

分布，Wishart分布是协方差矩阵的先验分布：

W 嬨嬃|w, v嬩 嬽 B嬨w, v嬩|嬃|(v−D−1)/2 孥學孰嬨−嬱

嬲
Tr嬨w−1嬃嬩嬩

联合先验分布仍旧由两个先验分布的乘积给出。

9.6 指数分布族

高斯分布是更广义定义的指数分布族中的一个，而幂指数布族中成员

的先验分布有一个类似的查找过程，而且通过将二项分布、多项分布等等

归纳为幂分布族，我们将在分类问题中获得更一般化的分析结果。

指数分布族的一般形式为：

p嬨x|η嬩 嬽 h嬨x嬩g嬨η嬩 孥學孰
{
ηTu嬨x嬩

}
其中h, g, u为三个函数，而g是一个归一化算子，即：

g嬨η嬩 嬽 嬨

∫
h嬨x嬩 孥學孰

{
ηTu嬨x嬩

}
dx嬩−1

伯努利分布是指数分布族的一员：

Bern嬨x|µ嬩 嬽 µx嬨嬱− µ嬩1−x

嬽 孥學孰 {x 孬孮µ嬫 嬨嬱− x嬩 孬孮嬨嬱− µ嬩}

嬽 孥學孰

{
孬孮

µ

嬱− µ
x

}
嬨嬱− µ嬩

所以对于伯努利分布：

η 嬽 孬孮
µ

嬱− µ
h嬨x嬩 嬽 嬱

u嬨x嬩 嬽 x

g嬨η嬩 嬽
嬱

嬱 嬫 孥學孰嬨−η嬩
嬽 σ嬨η嬩
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对于多项分布：

P 嬨x|µ嬩 嬽

K∏
k=1

µxk

k

可以得到类似的结果，利用
∑
x 嬽 嬱的条件，可以发现ηk和µk的关系

由孳孯学孴孭孡學函数维系。

对于一维正态分布：

P 嬨x|µ, σ2嬩 嬽
嬱√

嬲πσ2
孥學孰

{
−嬨x− µ嬩2

嬲σ2

}

嬽
嬱√

嬲πσ2
孥學孰

{
− µ2

嬲σ2

}
孥學孰

{
− x2

嬲σ2
嬫
xµ

σ2

}
直接地：

η 嬽

(
− 1

2σ2

µ
σ2

)

u嬨x嬩 嬽

(
x2

x

)

g嬨η嬩 嬽 孥學孰

{
−嬱

嬲
η2

}√
−η1
π

h嬨x嬩 嬽 嬱

对于多维正态分布，u嬨x嬩为向量x的所有一次、二次型组合的排列。

指数分布族的估计可以通过对η微分归一式的两侧得到，对于一阶矩：

g嬨η嬩

∫
h嬨x嬩 孥學孰

{
ηTu嬨x嬩

}
dx 嬽 嬱

−∇g嬨η嬩

∫
h嬨x嬩 孥學孰

{
ηTu嬨x嬩

}
dx 嬽 g嬨η嬩

∫
h嬨x嬩 孥學孰

{
ηTu嬨x嬩

}
u嬨x嬩dx

− 嬱

g嬨η嬩
∇g嬨η嬩 嬽

∫
P 嬨x|η嬩u嬨x嬩dx

−∇ 孬孮 g嬨η嬩 嬽 E孛u嬨x嬩孝

对于二阶矩，只需要微分两次：

− 嬱

g嬨η嬩
∇∇g嬨η嬩− 嬱

g嬨η嬩
∇g嬨η嬩E孛u嬨x嬩孝 嬽

嬱

g嬨η嬩
∇g嬨η嬩E孛u嬨x嬩孝 嬫 E孛u嬨x嬩u嬨x嬩T 孝

事实上，指数分布族的任意阶矩都可以通过微分来递归地得到。
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而似然估计的形式也很直接，考虑孩孩孤产生的观测集X：

P 嬨X|η嬩 嬽

N∏
i=1

P 嬨xi|η嬩

E嬨η嬩 嬽 −
N∑
i=1

孬孮h嬨xi嬩−N 孬孮 g嬨η嬩− ηT
N∑
i=1

u嬨xi嬩

∇E嬨η嬩 嬽 − N

g嬨η嬩
∇g嬨η嬩−

N∑
i=1

u嬨xi嬩

∇E嬨η嬩 嬽 −N∇ 孬孮 g嬨η嬩−
N∑
i=1

u嬨xi嬩

得到关于η的估计为：

−∇ 孬孮 g嬨η嬩 嬽
嬱

N

N∑
i=1

u嬨xi嬩

指数分布族的贝叶斯先验分布形式为：

P 嬨η|χ, v嬩 嬽 f嬨χ, v嬩g嬨η嬩v 孥學孰
{
vηTχ

}
其中f为归一项，此时的后验分布为：

P 嬨η|X,χ, v嬩 ∝ P 嬨X|η嬩P 嬨η|χ, v嬩

∝

{
N∏
i=1

h嬨xi嬩g嬨η嬩 孥學孰
{
ηTu嬨xi嬩

}}{
f嬨χ, v嬩g嬨η嬩v 孥學孰

{
vηTχ

}}
∝

{
N∏
i=1

g嬨η嬩 孥學孰
{
ηTu嬨xi嬩

}}{
g嬨η嬩v 孥學孰

{
vηTχ

}}
嬽

N+v∏
i=1

g嬨η嬩 孥學孰
{
ηTu嬨xi嬩

}
定义了当i ≥ N时：

xi 嬽 χ

可见，引入指数分布族的先验分布等价为：给指定观测集预先增加一

些先验观测结果，它们的数量为v，均值为χ。

机器学习理论偏爱指数分布族是有原因的：它是基于团位势的概率图

模型所能表达的唯一一种分布。
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9.7 拉普拉斯近似

非混合高斯分布不能很好地模拟拥有多个模的分布，但是根据中心极

限定理，我们可以用高斯分布来拟合一个单模的分布，也即对于一个非高

斯的单模分布函数f嬨x嬩，求得高斯分布N嬨x嬩：

f嬨x嬩→ N嬨x嬩

根据中心极限定理，分布的模保持不变，因而我们首先求得使得f最大

的xm：
d

dx
f嬨x嬩|x=xm

嬽 嬰

µ 嬽 xm

因为高斯分布的对数拥有一个二次项，所以我们尝试对f的对数进行泰

勒展开到二次：

g嬨x嬩 嬽 孬孮 f嬨x嬩

g嬨x嬩 ≈ g嬨xm嬩 嬫 g′嬨xm嬩嬨x− xm嬩 嬫
嬱

嬲
g′′嬨xm嬩嬨x− xm嬩2

因为：

g′嬨xm嬩 嬽
d

dx
孬孮 f嬨x嬩|x=xm

嬽
嬱

f嬨xm嬩

d

dx
f嬨x嬩|xm

嬽 嬰

令：

A 嬽 −g′′嬨xm嬩

则：

g嬨x嬩 ≈ g嬨xm嬩− 嬱

嬲
A嬨x− xm嬩2

也即：

f嬨x嬩 ≈ f嬨xm嬩 孥學孰

{
−嬱

嬲
A嬨x− xm嬩2

}
得到：

N嬨x嬩 嬽 嬨
A

嬲π
嬩1/2 孥學孰

{
−嬱

嬲
A嬨x− µ嬩2

}
嬽 N嬨x|xm, A−1嬩

对于高维分布，类似地有：

N嬨x嬩 嬽
|A|1/2

嬨嬲π嬩D/2
孥學孰

{
−嬱

嬲
嬨x− xm嬩TA嬨x− xm嬩

}
嬽 N嬨x|xm, A−1嬩

其中A为原始分布函数对数的海森矩阵的取负：

A 嬽 −∇∇ 孬孮 f嬨x嬩|x=xm
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9.8 例：麦克斯韦速率分布

本节通过举例分析麦克斯韦速率分布，来演示一下前两节中知识的应

用。

麦克斯韦速率分布揭示了在一定温度条件下，一个封闭气体集合中，

各种能量的微观粒子所占的比重，它的定义式是：

f嬨v嬩 嬽 嬴π嬨
m

嬲πkT
嬩

3
2 孥學孰

{
−mv

2

嬲kT

}
v2

这是一个单标量参数的分布，记 m
kT

嬽 θ, v 嬽 x：

P 嬨x|θ嬩 嬽 嬴π嬨
θ

嬲π
嬩

3
2 孥學孰

{
−θx

2

嬲

}
x2

图 嬱嬶嬺 麦克斯韦速率分布，θ 嬽 嬱

可以看出麦克斯韦速率分布是幂分布族的一种，满足：

η 嬽 −θ
嬲

u嬨x嬩 嬽 x2

h嬨x嬩 嬽 x2

g嬨η嬩 嬽 嬴π嬨− η
π

嬩
3
2

为求得麦克斯韦速率分布的近似高斯分布，拉普拉斯近似过程如下。

首先，求目标分布的模：

d

dx
P 嬨x|θ嬩 嬽 C

{
嬲x 孥學孰

{
−θx

2

嬲

}
嬫 x2 孥學孰

{
−θx

2

嬲

}
嬨−xθ嬩

}
嬽 嬰
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x 嬽

√
嬲

θ

再求目标分布的对数的二阶导的相反数：

孬孮P 嬨x|θ嬩 嬽 C 嬫 嬲 孬孮x− θx2

嬲

−∇∇ 孬孮P 嬨x|θ嬩 嬽 θ 嬫
嬲

x2
嬽 嬲θ

故：

µ 嬽 x 嬽

√
嬲

θ
嬽
√

嬲

σ2 嬽
嬱

−∇∇ 孬孮P 嬨x|θ嬩|x=µ
嬽

嬱

嬲θ
嬽 嬰.嬵

如图所示的是取σ2 嬽 嬰.嬳, σ2 嬽 嬰.嬵的两个同均值正态分布和原分布的对

比，正态分布用蓝色画出：

图 嬱嬷嬺 拉普拉斯近似，σ2 嬽 嬰.嬳

图 嬱嬸嬺 拉普拉斯近似，σ2 嬽 嬰.嬵

可以看出，拉普拉斯近似算法给出的估计更接近原始分布。
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10 附录B：概率图模型

概率图模型是一种用以表达系统中变量间因果联关系的一般性框架，

两种典型的概率图模型是：有向图果模型（贝叶斯网络）和无向图联模型

（马尔可夫场络）。

10.1 贝叶斯网络

贝叶斯网络基于一个可以被如下拆分的联合分布：

p嬨X嬩 嬽

N∏
n=1

p嬨xn|Parents嬨xn嬩嬩

其中Parents嬨x嬩表示的是在因果性上作为x的原因的变量，这使得每一

个p嬨x|Parents嬨x嬩嬩都是有严格的因果定义的。

我们把每一个变量xn当成图中的一个节点，并根据Parents嬨嬩关系连接

父与子形成有向边。因为不可以有两个变量以任何形式互为因果，所以贝

叶斯网络是一个无环图，通过在这个图上运行深度优先搜索获得拓扑排序

以后，我们可以确保联合分布的计算和采样过程都是良好定义的（按照拓

扑序采样并依次计算边缘分布并采样即可）。

如果把p嬨x|Parents嬨x嬩嬩理解为一个确定性的函数，那么我们就得到了

一个因果决策树的框架，在一次采样的过程中，我们都会顺着因果网络的

关系由因走到果。

不过理论上决策树是允许一个变量多次出现的，它允许同一变量在不

同的前提条件下处于不同的因果层次，和概率模型相比，决策树的构建是

贪心的（通过计算当前条件下的最大熵特征来递归构建），没有迭代的参

数训练过程，而且为了应对过拟合，需要引入一系列的剪枝方法。不过总

体而言，无论是贝叶斯网络还是决策树，都提供了一种容易结合人工特征、

先决知识的知识模型。

10.2 马尔可夫网络

马尔可夫网络面向的是变量间对称的关系，此时联合分布的计算可以

用变量表（离散情况）、或者团势方法定义。和能够在每一个条件概率上进
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行归一化的贝叶斯网络不同，马尔可夫网络的联合分布：

p嬨X嬩 嬽
嬱

Z

R∏
r=1

φr嬨{x}r嬩

需要在每一个团势（无向图的每一个完全连接的子图）上计算，并在

最后一步归一。这使得马尔可夫网络的参数推断和采样形式比较复杂。

10.3 d-separation

概率图模型最大的优点就是变量间的条件独立性可以从图中直接地看

出，这一判断算法叫做孤嬭孳孥孰孡孲孡孴孩孯孮，为了判断给出Z时两个变量x,y的独立

性，我们试图在贝叶斯网络中寻找这样一条连接两个变量的迹，其中若满

足：

没有孶形结构（即一个节点，同时为其左侧节点和右侧节点的孩子），

且迹上任意一节点不属于Z；

有孶形结构，且孶形结构的顶点属于Z或者Z的后代

若存在这样一条迹则x和y不相互独立，读者可以运用这一条件验证孈孍孍可

观测变量间的耦合性。

马尔可夫网络上的独立性判断比较简单，只要有一条连通的迹上没

有Z的节点即可。为条件独立性付出的代价是联合分布的复杂程度。
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11 附录C：层次分析法

孁孈子是一种复数前提下的决策框架，为了进行一个决策，我们并行地

考虑多个因素，并在这些因素的指导下，对于复数个可能的选项进行评

估。换言之这一贝叶斯网络中的所有有向路径都拥有“决策目的→决策因
素→决策选项”的模式，而同一层次的因素之间则互不直接相连。

图 嬱嬹嬺 一个层次分析法的实例

孁孈子嵌入式地融合了人工特征来表达一层间各个变量的重要性，对于

变量ai和aj，它们的相对影响力由一个人工赋值aij 嬽 ai
aj
刻画，所以对于记

录了一层间所有变量相互重要性的矩阵A而言，有aijaji 嬽 嬱，此时的A被称

为成对比较矩阵。

考虑变量间重要性的传递，我们希望aij ∗ ajk 嬽 aik否则的话有可能出

现孡比孢重要，孢比季重要，同时季还比孡重要的谬误，一个符合上述等式的矩

阵被称为一致性矩阵，比方如：

A′ 嬽


w1

w1

w1

w2
... w1

wN

w2

w1

w2

w2
... w2

wN

... ... ... ...
wN

w1

wN

w2
... wN

wN


既满足了一致性，又满足了变量间重要性比较表示为商的性质，记：

w 嬽 嬨w1, w2, ...wN 嬩T

显然的：

A′w 嬽 Nw

换言之，w是A′的对应于特征值N的特征向量，但是我们只能近似地

取A′ 嬽 Q嬃QT，其中Q是A孓孖孄的结果，嬃是孓孖孄对角阵仅保留最大一项的

近似。
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我们希望我们人工设计的重要性关联矩阵A和A′尽可能接近，但是我

们很容易验证A的最大的特征值不小于n，假定A的特征值为λ对应特征向量

为w：

根据定义：
N∑
j=1

aijwj 嬽 λwi

对于j求和：

nλ− n 嬽

N∑
i,j,i 6=j

aijwjw
−1
i

则：

λ 嬽

∑N

i,j,i 6=j aijwjw
−1
i 嬫N

N

因为合式中的因子两两成对显现出x嬫 1
x
的形式，所以我们有：

λ ≥
嬲 ∗ N(N−1)

2
嬫N

N
嬽 N

取等条件等价于该正互反矩阵的一致条件：

aij 嬽
wi
wj

我们主观提出的矩阵与一致性矩阵的差别记为：

CI 嬽
λ−N
N − 嬱

对于多个正互反矩阵，定义它们的一致性指标为：

RI 嬽

∑M

m=1CIm
M

当我们选择的A使得CR 嬽 CI
RI
≤ 嬰.嬱时，我们可以近似认为我们选择了

一个有效的特征矩阵。这种一致性的判断可以在网络的各层间传递，譬如

对于a1, ...aN一层后接b1, ...bN为决策对象，则这两层之间的一致性指标通过

在a上加权获得：

CR 嬽

∑N

n=1 anCIn∑N

n=1 anRIn

其中CIn和RIn由an引导的B矩阵计算得出，我们习惯上以CR ≤ 嬰.嬱为

一致判定条件。
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孁孈子的优化基本完全依赖于人工判断，虽然在因果性上有很强的说服

力，但是自适应性偏弱。

不过我们可以以一种近似的方式来机械地运行类似孁孈子的算法，因

为孁孈子本身就是一个类似神经网络的结构，所以我们可以使用类似的思路，

将孁孈子的权重计算转换成一个有诸多限制条件下的最优化问题并使用梯度

下降求解。

我们一一个单层结构为例，其中有N个要素，权重分别为a1, a2, ...aN，

而我们先验进行的要素间的相对重要性记为gij，则我们想要最小化的损失

函数形式为：

J嬨a嬩 嬽 λ0嬨嬱−
N∑
n=1

an嬩 嬫

N∑
i=1

N∑
j=1

嬨
ai
aj
− gij嬩2

为了最优化a，我们直接求梯度：

∂

∂an
J嬨a嬩 嬽 −λ0 嬫

N∑
j=1

嬲嬨
an
a2j
− 嬲

gij
aj

嬩 嬫

N∑
i=1

嬲嬨
−a2i
a3n

嬫
gijai
a2n

嬩

选定先验权重λ和学习速率α，那么理论上，理想的a可以用梯度下降法

迭代地求解：

anew 嬽 aold − α∇aJ嬨a嬩

这种算法的基本思想和孁孈子相仿，但是此法中的参数可以机械地求解，

而不需要诉诸于人为的尝试。
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12 附录D：生成模型

本文中提到的子子孃孁可以看做是子孃孁的生成模型，机器学习模型可以

分为生成模型（孧孥孮孥孲孡孴孩孶孥 孭孯孤孥）和判别模型（孤孩孳季孲孩孭孡孴孩孶孥 孭孯孤孥孬）两个

大类，譬如本文提到的分类任务中，孌孯孧孩孳孴孩季 孒孥孧孲孥孳孳孩孯孮和正态分布似然推

断相比就是一个判别模型。生成模型一般拥有更多的参数，更复杂的训练

过程，但是也因此拥有生成原始数据的能力。

生成模型按照是否对于生成分布显式建模、是否对于分布采取可解析

形式分成几个大类：全显信念网络（类似贝叶斯网络，显式建模，可解析分

布）、玻尔兹曼机（显式建模，采样模拟分布）、生成随机网络（孇孥孮孥孲孡孴孩孶孥

孓孴孯季孨孡孳孴孩季 孎孥孴孷孯孲孫，隐式建模，采样分布）、生成对抗网络（孇孥孮孥孲孡孴孩孶孥

孁孤孶孥孲孳孡孲孩孡孬 孎孥孴孷孯孲孫，隐式建模，采样分布），在附上的文章里可以笼统地

了解到各个生成模型的特点和优缺点。

更一般而言，机器学习是一种用分布拟合材料数据生成分布的概率建

模手段，模型框架的建立是选定一个特殊的分布，模型参数的训练是选定

这个特殊分布最适合的参数，以使得模型的分布和真实数据的分布尽量地

吻合。
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13 延伸阅读

子子孃孁嬺嬢子孲孯孢孡孢孩孬孩孳孴孩季 子孲孩孮季孩孰孡孬 孃孯孭孰孯孮孥孮孴 孁孮孡孬孹孳孩孳嬬 孍孩季孨孡孥孬 孅嬮孔孩孰孰孩孮孧嬢

孁孈子嬺嬢孁 孓季孡孬孩孮孧 孍孥孴孨孯孤 学孯孲 子孲孩孯孲孩孴孩孥孳 孩孮 孈孩孥孲孡孲季孨孩季孡孬 孓孴孲孵季孴孵孲孥孳嬬 孔孨孯孭孡孳

孌嬮孓孡孡孴孹嬢

孇孥孮孥孲孡孴孩孶孥 孍孯孤孥孬孳嬺嬢孎孉子孓 嬲嬰嬱嬶 孔孵孴孯孲孩孡孬嬺 孇孥孮孥孲孡孴孩孶孥 孁孤孶孥孲孳孡孲孩孡孬 孎孥孴嬭

孷孯孲孫孳嬬 孉孡孮 孇孯孯孤学孥孬孬孯孷嬢


