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1 导言

本篇文档是对于以下列表中所提到机器学习模型的综述性说明。

一篇综述性说明应该以一种一脉相承的思路揭示各个模型间的关系，

对模型形式上的杂多性进行尽可能的消除。在机器学习上，概率论和统计

是被使用最多的综述起点。本文的视角不是传统的概率论，而是贝叶斯网

络。之所以选择贝叶斯网络是因为：贝叶斯网络对于模型提供了更一般性、

更具普遍性的性质，并且概率论视角可以被归纳到贝叶斯网络之中。再者，

即便是概率论出发，也很难一以贯之地统一起回归、分类、聚类等等任务。

我们很快将说明这些看似完全不同的任务、看似差别很大的模型是如何统

一在一个框架下的。

代入数据集的实例在本文中很少，主要罗列模型本身作为更一般的贝

叶斯网络特例化的例子。同时，本文不会对于贝叶斯网络和一些模型的过

于复杂的性质进行详细论证，可参考材料。

模型的名称可能有不统一的情况（中英文交错），但是不会引起歧义。

文档的组织结构如下：第二章首先介绍贝叶斯网络作为描述变量间因

果关系的一般框架，其次第三章介绍如何推断贝叶斯网络中的参数，最后

第四章介绍在一般的贝叶斯网络中进行推理的方法。第四章的推理和具体

的实用模型之间可能关系不甚紧密，加入文档的主要目的是为了保持理论

完整。

本文不保证对于所有涉及模型提供完全的描述，但尽可能介绍了模型

之间的关系。

主要参考文献：

歐歡歴歴步歲歮 歒步正歯歧歮歩歴歩歯歮 歡歮此 歍歡正歨歩歮步 歌步歡歲歮歩歮歧欬 歃欮歍欮歂歩歳歨歯歰，

歍歡正歨歩歮步 歌步歡歲歮歩歮歧欺 歁 歐歲歯止歡止歩歬歩歳歴歩正 歐步歲歳歰步正歴歩歶步欬 歋欮歐欮歍歵歲歰歨歹，

歐歲歯止歡止歩歬歩歳歴歩正 歇歲歡歰歨歩正 歍歯此步歬歳欺 歐歲歩歮正歩歰歬步歳 歡歮此 歔步正歨歮歩歱歵步歳欬歄欮歋歯歬歬步歲

标（欪）的章节可选择略过。
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1.1 模型列表

本篇文档涵盖的模型和理论有：

表 欱欺 模型欯算法列表

模型欯算法名称 相关章节

贝叶斯网络 欲欮欱

朴素贝叶斯分类器 欲欮欲欮欳

决策树 欲欮欲欮欱

随机森林 欲欮欲欮欱

线性回归 欲欮欲欮欲，欳欮欱欮欳，欳欮欲欮欲

局部加权线性回归 欳欮欱欮欳

岭回归 欳欮欲欮欲

歬歡歳歳歯回归 欳欮欲欮欲

逻辑回归 欳欮欱欮欴

最大似然估计 欳欮欱

最大后验估计 欳欮欲

贝叶斯估计 欳欮欳

主成分分析 欳欮欴欮欱

概率主成分分析 欳欮欴欮欱

因子分析 欳欮欴欮欱

歋欭均值聚类 欳欮欴欮欳

期望最大算法 欳欮欴欮欳

泊松回归 欳欮欱欮欲
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1.2 符号约定

在本篇文档中，如果不进行上下文中特别的说明，一般以下列符号表

达对应的语义：

表 欲欺 符号说明

符号 符号描述

D 一个数据集合

di 一个数据集合中的一个条目

X 一个变量集合

Xi 一个变量

Z 隐变量数据集合

Pa欨Xi欩 一个贝叶斯网络中变量Xi的父节点集合

N欨x|µ,欆欩 变量x服从均值为µ，协方差矩阵为欆的正态分布

其他范数、概率分布和概念均在上下文中有明确定义。
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2 变量关系的形式表达

2.1 贝叶斯网络

在建立任何一个模型时，首先考虑模型所涉及的所有变量之间的因果

关系。采取这样一种方式记录：构建一个图，其中结点代表变量，如果变

量A是变量B的原因，变量B是变量A的结果，就在结点A与结点B间添加一

条从A指向B的有向边，即将A做成B的父结点：

A B

图 欱欺 因果关系“A为B的原因”的表示

在对于整个模型中的所有变量进行分析时，应该有这样一个直觉上的

认知：当已知一个变量所有父节点的情况时，一个变量可以被推断，即它

的值可以被表示为一个条件概率分布，其中条件是它的父亲结点。考虑变

量Xi ∈ X，它的父亲结点集合为Pa欨Xi欩，可以认为，给定Pa欨Xi欩的所有

值时，可以用p欨Xi|Pa欨Xi欩欩来推断Xi的值。

在变量集合X上的贝叶斯网络定义为一个序对欨G, θ欩，其中图结构G是

X中所有因果关系的记录，即每个变量对之间的因果关系都在G中表现为

一条有向边。θ用以表征所有|X |个条件概率。给定一个贝叶斯网络时，写
出所有变量的联合分布：

p欨X |G, θ欩 欽
|X |∏
i=1

p欨Xi|Pa欨Xi欩, θ欩

例1：考虑如下一贝叶斯网络：

努力X2运气X1

外貌X3 爱情X4 财富X5

图 欲欺 一个贝叶斯网络的实例
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可以在X 欽 {X1, X2, X3, X4, X5}上定义联合分布：

p欨X 欩 欽
5∏
i=1

p欨Xi|Pa欨Xi欩欩

欽p欨X1欩p欨X2欩p欨X3|X1欩p欨X5|X1, X2欩p欨X4|X3, X5欩

其中任一条件概率p欨Xi|Pa欨Xi欩欩由网络内置的参数隐式地决定。

贝叶斯网络模型本身是更抽象的概率图模型的一个子类，当变量间的

图G是无向时，另有模型马尔可夫场。贝叶斯网络中重要的一个特征就是

变量间的条件独立性，受篇幅和文档主题所限不展开介绍，可以搜索d-

separation条件深入阅读。

在本文的讨论中，一般假设G预先给定，即变量间的因果关系已知，从

而一个贝叶斯网络的不确定、需推断成分仅是表示条件概率的参数。实际

上对于“独立性”“观测数据”“图结构”间的相互推理是一个更为深入的

话题。
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2.2 局部条件概率的表示

2.2.1 离散关系与决策树

已知贝叶斯网络中变量的联合分布可以写成一系列条件概率分布（歃歯歮

欭此歩歴歩歯歮歡歬 歐歲歯止歡止歩歬歩歴歹 歄歩歳歴歲歩止歵歴歩歯歮，歃歐歄）的乘积。首先考虑所有变量均取

离散值的情况，此时歃歐歄等价于一个在行（或者列）上归一化，且所有元

素非负的表格。

考虑图欱中的贝叶斯网络，假设变量A和B均为二值变量，且有：

p欨A 欽 a0欩 欽欰.欴

p欨A 欽 a1欩 欽欰.欶

p欨B 欽 b0|A 欽 a0欩 欽欰.欲

p欨B 欽 b1|A 欽 a0欩 欽欰.欸

p欨B 欽 b0|A 欽 a1欩 欽欰.欹

p欨B 欽 b1|A 欽 a1欩 欽欰.欱

容易推断二者的联合概率，或一个变量上的边缘概率：

p欨B 欽 b0, A 欽 a0欩 欽欰.欰欸

p欨B 欽 b1, A 欽 a0欩 欽欰.欳欲

p欨B 欽 b0, A 欽 a1欩 欽欰.欵欴

p欨B 欽 b1, A 欽 a1欩 欽欰.欰欶

p欨B 欽 b0欩 欽欰.欶欲

p欨B 欽 b1欩 欽欰.欳欸

这是一个十分平凡的例子，不过在网络因果结构比较复杂时，推理的

难度将呈指数级别上升。类似的例子曾经在机器诊断的模型中被实际使用

过，因为在临床病理上许多症状可以被有限状态变量描述。

例2：考虑一个更加不平凡的例子，首先给出贝叶斯网络结构：
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歗步歡歴歨步歲 歍歯歯此

歐歬歡歹 歌歏歌

图 欳欺 歸歸歸

同样对变量做二值假设，设：

p欨Weather 欽 wgood欩 欽欰.欵

p欨Weather 欽 wbad欩 欽欰.欵

p欨Mood 欽 mgood欩 欽欰.欳

p欨Mood 欽 mbad欩 欽欰.欷

p欨LOL 欽 yes|wgood,mgood欩 欽欰.欳

p欨LOL 欽 no|wgood,mgood欩 欽欰.欷

p欨LOL 欽 yes|wgood,mbad欩 欽欱

p欨LOL 欽 no|wgood,mbad欩 欽欰

p欨LOL 欽 yes|wbad,mgood欩 欽欰.欵

p欨LOL 欽 no|wbad,mgood欩 欽欰.欵

p欨LOL 欽 yes|wbad,mbad欩 欽欱

p欨LOL 欽 no|wbad,mbad欩 欽欰

可以发现一个现象：心情不好时，该人一定会玩歌歏歌，和天气的状况

无关；但是当心情好时，该人玩游戏的概率又和天气有关。

虽然贝叶斯网络的图结构本身勾勒了变量间的条件独立关系，但是它

所蕴含的独立断言遵从格式：

“给定某些变量时，一些变量和另一些变量相互独立”

然而有时条件独立性并不基于变量，而基于变量的特定赋值，换言之，

存在着这样的独立断言：

“给定某些变量符合某种特定赋值时，一些变量和另一些变量相互独

立”
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这样的情形等价于歃歐歄高维表格中有相同的子块，此时没有必要花费

空间存储相同的子表，可以利用决策树压缩歃歐歄空间。

决策树每次对于一个条件进行判断，并迭代地选择下一步决策的判断

条件，在上例中可以构造如下决策树：

歍歯歯此欿

歐歬歡歹 歌歏歌次 歗步歡歴歨步歲欿

歂歡此 歇歯歯此

欮欮欮欮欮欮

图 欴欺 图欳中歃歐歄表的决策树表达，下一步对于天气的好坏继续迭代

图欴中左子树没有出现关于天气的条件，从而描述了“心情不好时，是

否玩游戏和天气无关”的上下文特定独立性。出现上下文特定的变量独立

性时，决策树可以简化歃歐歄的表达。当没有先验知识时就训练一个决策树

模型时，往往不一定能达到理想的效果。

为了数据集上能力的泛化，实际上常常使用训练集的不同子集训练多

个决策树，并将多个树的最终输出整合后生成最终方案，这规避了决策树

的确定性训练方法带来的过拟合效应，这是随机森林算法。

2.2.2 连续关系——线性回归的贝叶斯网络表达

当变量取连续值时，条件概率不能使用歃歐歄表格，需要参数化的分布

函数描述。本小节和下一小节介绍含有连续关系的贝叶斯网络中两个最著

名的特例。首先虑线性回归问题，直接讨论多元回归。

在回归问题中，数据呈现出{欨xi, yi欩}的形式，其中xi是一个输入的向

量，而yi是对应输出的标量。线性回归的变量因果关系遵从如下的形式：

欱、输入变量xi经过某种变换形成新空间中的向量φi 欽 φ欨xi欩；

欲、变换后的输入向量和一个向量w进行内积歞yi 欽 wTφi；
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欳、上一步运算的结果和一个高斯噪声ε ∼ N欨欰, σ2欩相加得到最终输

出yi 欽 歞yi 欫 ε。

线性回归的贝叶斯网络（统一将需要求的参数用绿色结点表示，确定

性的因果关系用红色箭头表示，非确定性的因果关系用黑色箭头表示，圆

角矩形内包络的是服从独立同分布的单一数据项模板）如下图所示：

xi φi 歞yi yi

w

σ2

ε

图 欵欺 线性回归的贝叶斯网络

既然是贝叶斯网络，就可写出所有变量的联合分布：

p欨xi, φi, 歞yi, yi,w, σ
2, ε欩 欽p欨xi欩p欨φi|xi欩p欨w欩p欨歞yi|φi,w欩p欨σ2欩p欨ε|σ2欩p欨yi|歞yi, ε欩

欽p欨xi欩p欨w欩p欨σ2欩N欨ε 欽 yi − 歞yi|欰, σ2欩

第二个等式成立是因为确定性关系引导的条件概率为欱，因此可以从联

合分布中略去φi, 歞yi, ε等中间变量。

若对于给定的w和σ2取条件，就得到了线性回归生成模型：

p欨xi, yi|w, σ2欩 欽
p欨xi, yi,w, σ

2欩

p欨w, σ2欩

欽p欨xi欩N欨yi −wTφ欨xi欩|欰, σ2欩

如果认为xi也是给定的，没有生成的必要，得到：

p欨yi|xi,w, σ2欩 欽 N欨yi −wTφ欨xi欩|欰, σ2欩

结合数据项独立同分布的假设，就得到标准线性回归模型。

本节仅导出线性回归的贝叶斯网络表示，具体求解方法和变形放到下

一章中讨论。
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2.2.3 连续关系——线性分类的贝叶斯网络表达

本节考虑分类问题，数据格式{欨xi, ti欩}，其中xi对应一个表示特征的向

量，而ti编码该特征向量的分类标签。这样一个数据项的生成因果过程可以

理解为如下两个步骤：

欱、根据某种条件选取ti；

欲、给定ti，从该类对应的分布函数中取得xi。

一个不失一般性又易于处理的分布选择是：认为生成ti的分布是一个

参数为π的多元伯努利分布，而给定类别标签时的xi生成分布满足一个参数

为µti ,欆ti的多元正态分布。此时的模型称为线性分类模型。

对应如下的贝叶斯网络：

µ,欆 xi

ti

π

图 欶欺 线性分类的贝叶斯网络

类似处理线性回归问题，写出此时所有变量的联合分布，虽然图欶看起

来比图欵简单，但是图欶中的随机因果关系更多，所以得出的形式也更复杂。

为了形式上的方便，使用热洞方式编码ti，即对于总共C个类型，ti对应一

个分量非欰即欱的C维列向量，当且仅当ti 欽 c时，tic 欽 欱：

p欨π, µ,欆, ti,xi欩 欽p欨π欩p欨µ,欆欩p欨ti|π欩p欨xi|µ,欆, ti欩

欽p欨π欩p欨µ,欆欩
C∏
c=1

πticc

C∏
c=1

欨N欨xi|µc,欆c欩欩tic
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类似的，在该式中将需要求值的变量置于条件中：

p欨ti,xi|π, µ,欆欩 欽
C∏
c=1

欨πcN欨xi|µc,欆c欩欩tic

这是线性分类的生成模型。

具体的求解方法在下一章介绍，本章最后说明该模型的两种直接变

形：

欱、如果取欆c 欽 欆, c 欽 欱, ..., C，即所有类别对应的协方差矩阵全部相

同，此时模型变化为逻辑回归（Logistic Regression），它有区别于一般

线性分类生成模型的参数训练方法，并且保证特征空间中分类决策平面的

线性；

欲、如果假设所有类别对应的协方差矩阵全是对角矩阵，则模型变化为

朴素贝叶斯分类器（Naive Bayesian Classifier，NBC），因为朴素贝叶

斯假设是：给定分类标签时，各个特征分量相互独立，所以协方差矩阵除

对角元素外均为零。当然歎歂歃中特征的生成分布可以采取正态分布以外的

分布，但是使用拉普拉斯近似成正态分布后仍可以得到协方差矩阵为对角

阵的结论。
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3 参数估计

3.1 最大似然估计

考虑这样一个情景：给定一个数据集D，并且选定一个模型M欨θ欩，则

模型的某种参数θ选取策略都能导出一个似然概率：

p欨D |θ欩

最大似然估计是这样一种策略，选择θML：

θML 欽 歡歲歧歭歡歸
θ
{p欨D |θ欩}

换言之，最大似然估计选择这样一个参数θML，和其他的参数选择相

比，θML有更大的概率生成数据集。

从最优化的角度，自然希望p欨D |θ欩是关于θ的凹函数，一个常用的技巧
是最小化似然概率的对数的相反数（歎步歧歡歴歩歶步 歌歯歧歡歲歩歴歨歭 歌歩歫步歬歩歨歯歯此，歎歌歌）：

NLL欨θ欩 欽 − 歬歯歧 p欨D |θ欩

θML 欽 歡歲歧歭歩歮
θ
{− 歬歯歧 p欨D |θ欩}

3.1.1 最大似然估计的导出

极大似然求解技巧里面的对数运算并不是十分符合直觉，但这并不仅

仅是出于最优化的便利，这里给出一个信息论角度的解释。

设生成数据集D的真实概率分布为pr，现试图寻找一个尽可能接近pr的

概率分布pθ，这等价于最小化某种度量下pr和pθ的差值。根据信息理论选择

相对熵作为两个分布之间差值的度量，相对熵的定义为（连续情况转化为

积分运算）：

D欨pr||pθ欩 欽
∑
x

pr欨x欩 歬歯歧
pr欨x欩

pθ欨x欩

有：

D欨pr||pθ欩 欽Epr 歛歬歯歧
pr
pθ

歝

欽Epr 歛歬歯歧 pr歝− Epr 歛歬歯歧 pθ歝

欽−H欨pr欩−
欱

|D |

|D|∑
i=1

歬歯歧 pθ欨di欩
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其中最后一个等式成立的原因是弱大数定律，这一推导结果中的第一

项是真实分布的负熵，和优化目标无关，所以只需要最大化最后的合式，

它就是数据集上对数似然的平均值。当数据集D服从独立同分布假设时，

明显有：

歬歯歧 pθ欨D欩 欽 歬歯歧 p欨D |θ欩 欽 歬歯歧

|D|∏
i=1

p欨di|θ欩 欽
|D|∑
i=1

歬歯歧 p欨di|θ欩

当最小化对数似然的相反数以求得一个估计时，我们实际上在做这样

一件事：寻找真实分布在当前模型定义的分布族中的一种投影。

这种投影是矩投影（歍歯歭步歮歴 歐歲歯歪步正歴歩歯歮），还有另一种信息投影（歉歮武歯歲歭歡歴歩歯歮

歐歲歯歪步正歴歩歯歮），信息投影最小化D欨pθ||pr欩。
倘若假设数据集中的所有分量互相独立，那么实际上是在一个没有任

何边（因果关系）的空图贝叶斯网络中进行原始分布的投影，此时可投影

分布空间为：

pθ欨X 欩 欽

|X |∏
i=1

pθi欨Xi欩

可以证明，此时最大似然估计得出的分布是：

pθML
欨X 欩 欽

|X |∏
i=1

pr欨Xi欩

因为（记X−i 欽 X /Xi）：

D欨pr||pθ欩 欽Epr 歛歬歯歧
pr
pθ

歝

欽Epr 歛歬歯歧
pr
pθML

pθML

pθ
歝

欽D欨pr||pθML
欩 欫 Epr 歛

|X |∑
i=1

歬歯歧
pr欨Xi欩

pθ欨Xi欩
歝

欽D欨pr||pθML
欩 欫

|X |∑
i=1

Epr 歛歬歯歧
pr欨Xi欩

pθ欨Xi欩
歝

欽D欨pr||pθML
欩 欫

|X |∑
i=1

∑
Xi

pr欨Xi欩 歬歯歧
pr欨Xi欩

pθ欨Xi欩

∑
X−i

p欨X−i|Xi欩

欽D欨pr||pθML
欩 欫

|X |∑
i=1

D欨pr欨Xi欩||pθ欨Xi欩欩

≥D欨pr||pθML
欩
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换言之，一个分布向空图投影时只需要将每个分量的一阶矩（期望）

对齐即可，这是矩投影的命名原因之一。该思路在指数分布族上有更广泛

的意义，这里不加展开，可参考步歸歰歯歮步歮歴歩歡歬 武歡歭歩歬歹。

3.1.2 概率分布的最大似然估计

本小节中通过一些对于概率分布进行最大似然估计的例子，说明使用

该方法的步骤。

例3：伯努利分布的最大似然估计。将可能出现的两种情况记为欰和欱，

在数据集中分别出现次数为α0和α1，θ是模型预测出现情况为欱的概率。

首先给出似然概率：

p欨D |θ欩 欽
|D|∏
i=1

θdi欨欱− θ欩1−di

给出歎歌歌：

NLL欨θ欩 欽−
|D|∑
i=1

di 歬歯歧 θ 欫 欨欱− di欩 歬歯歧欨欱− θ欩

欽− α0 歬歯歧欨欱− θ欩− α1 歬歯歧 θ

由于：
d2NLL欨θ欩

dθ2
欽

α0

欨欱− θ欩2
欫
α1

θ2
> 欰

所以凸性成立，对歎歌歌的一阶导数置零可得最大似然估计：

θ 欽
α1

α0 欫 α1

例4：多元（设总共有K种可能情况）伯努利分布的最大似然估计。将

每个数据项di采用热洞编码，待学习的参数向量为θ，仍然记第k种情况出

现的次数为αk，此时的似然概率为：

p欨D |θ欩 欽
|D|∏
i=1

K∏
k=1

θdikk

给出歎歌歌：

NLL欨θ欩 欽 −
|D|∑
i=1

K∑
k=1

dik 歬歯歧 θk
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凸性易证，这是一个带约束的优化问题，等式约束为（不等式约束隐

式成立）：
K∑
k=1

θk 欽 欱

引入拉格朗日乘子v，此时拉格朗日函数为：

L欨θ, v欩 欽 −
|D|∑
i=1

K∑
k=1

dik 歬歯歧 θk 欫 v欨
K∑
k=1

θk − 欱欩

对于一个特定的k∗有：

d

dk∗
L欨θ, v欩 欽 −

∑|D|
i=1 dik∗

θk∗
欫 v 欽 −αk

∗

θk∗
欫 v

故：

θk 欽
αk
v

对于所有的k指标求和可得：

v 欽 |D |

故：

θk 欽
αk
|D |

欽
αk∑K

k′=1 αk′

在k 欽 欲时该解退化到例欳的情况。

例5：泊松分布的最大似然估计。泊松分布的概率密度函数为：

Poi欨x|λ欩 欽 步歸歰 {−λ} λ
x

x次

先得到似然概率：

p欨D |λ欩 欽
|D|∏
i=1

Poi欨di|λ欩

欽 步歸歰 {−|D |λ}λ
∑|D|

i=1 di
欱∏|D|

i=1 di次

故：

NLL欨λ欩 欽 |D |λ− 欨

|D|∑
i=1

di欩 歬歮λ
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凸性易证，对一阶导置零得到：

λML 欽

∑|D|
i=1 di
|D |

这里介绍一个利用泊松分布的回归方法——泊松回归，首先声明泊松

回归中的变量因果关系：

欱、给定输入xi和未知参数向量θ做出λi 欽 步歸歰
{
xTi θ

}
；

欲、输出yi服从参数λi的泊松分布。

如图所示：

xi λi

θ

yi

图 欷欺 泊松回归的贝叶斯网络

可以直接写出全变量集的联合分布：

p欨xi, λi, θ, yi欩 欽 p欨xi欩p欨θ欩Poi欨yi| 步歸歰
{
xTi θ

}
欩

以待求参数为条件，并将xi视为已知即得似然概率：

p欨yi|xi, θ欩 欽 步歸歰
{
− 步歸歰

{
xTi θ

}} 步歸歰
{
yix

T
i θ
}

yi次

故：

NLL欨θ欩 欽 步歸歰

欨

|D|∑
i=1

xi欩
T θ

− 欨
D∑
i=1

yixi欩
T θ

因为（广义不等式定义在半正定矩阵锥上）：

∇2NLL欨θ欩 欽 欨

|D|∑
i=1

xi欩欨

|D|∑
i=1

xi欩
T 步歸歰

欨

|D|∑
i=1

xi欩
T θ

 ≥ 欰

所以可以取一阶导为零的条件为解：

欨

|D|∑
i=1

xi欩
T θ 欽 歬歯歧欨

欨
∑|D|

i=1 yixi欩
T 欨
∑|D|

i=1 xi欩

欨
∑|D|

i=1 xi欩T 欨
∑|D|

i=1 xi欩
欩
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例6：多元高斯分布的最大似然估计。多元高斯分布（歍歵歬歴歩歶歡歲歩歡歴步 歎歯歲欭

歭歡歬，歍歖歎）的密度函数也即似然概率为：

p欨x|µ,欆欩 欽 欱

欨欲π欩
D
2

欱

|欆| 12
步歸歰

{
−欱

欲
欨x− µ欩T欆−1欨x− µ欩

}
本例分析中记数据全集为X, |X| 欽 N，单个数据项为xn，先求歎歌歌：

NLL欨µ,欆欩 欽
N

欲
歬歯歧 |欆|欫 欱

欲

N∑
n=1

欨xn − µ欩T欆−1欨xn − µ欩

该函数是关于µ的二次型，对于µ是凸的。另一方面可以证明函数f欨X欩 欽

歬歯歧 |X−1|与f欨x欩 欽 tr欨X−1欩都是凸的，所以歎歌歌是凸的。

此处举例证明f欨X欩 欽 歬歯歧 |X−1|的凸性，令X 欽 Z欫tV，其中Z, V为n阶

对称矩阵，设g欨t欩 欽 log|Z 欫 tV |，有：

g欨t欩 欽 歬歯歧 |Z 欫 tV |

欽log|Z 1
2 欨I 欫 tZ−

1
2V Z−

1
2 欩Z

1
2 |

欽 歬歯歧 |Z|欫
n∑
i=1

歬歯歧欨欱 欫 tλi欩

得到（其中λ为Z−
1
2V Z−

1
2 欩Z

1
2的特征值）：

g′′欨t欩 欽 −
n∑
i=1

λ2
i

欨欱 欫 tλi欩2
≤ 欰

所以歬歯歧 |X|为凹函数，得证原命题。
首先来求µML：

∂

∂µ
NLL欨µ,欆欩 欽

N∑
n=1

欨µ− xn欩
T欆−1 欽 欰

所以：

µML 欽
欱

N

N∑
n=1

xn

求欆ML时，实际上求欃ML 欽 欆−1
ML，因为歎歌歌是关于欃的凸函数，过程

中需要利用以下矩阵微分公式：

∂

∂A
歬歯歧 |A| 欽A−T

∂

∂A
tr欨BA欩 欽BT
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再定义：

Sn 欽
欱

N

N∑
n=1

欨xn − µ欩欨xn − µ欩T

因为：

∂

∂欃
NLL 欽

∂

∂欃

{
−N

欲
歬歯歧 |欃|欫 N

欲
tr欨Sn欃欩

}
欽
N

欲

{
−欃−1 欫 Sn

}
欽
N

欲
{Sn − 欆}

所以：

欆ML 欽 Sn

在一维的情况下，这一解退化成：

µML 欽
欱

N

N∑
n=1

xn 欽 欖x

σ2
ML 欽

欱

N

N∑
n=1

欨xn − 欖x欩2 欽
欱

N

N∑
n=1

x2
i − 欨欖x欩2

例7：均匀分布的最大似然估计。本节最后考虑一个看起来很平凡的例

子，假设一个分布在歛欰, θ歝上的均匀分布，现试图从D中推断θ，似然概率此

时为（I为示性函数）：
p欨d|θ欩 欽 欱

θ
I欨d ≤ θ欩

则：

NLL欨θ欩 欽 |D | 歬歯歧 θ −
|D|∑
i=1

歬歯歧 I欨d ≤ θ欩

显然，倘若θ小于D中的任何一个元素，歎歌歌都会直接到达无穷大，所

以必有：

θ ≥ 歭歡歸 {di} , i 欽 欱, ..., |D |

从歎歌歌的第一项来看，θ应该尽可能取小的值，所以只能有：

θML 欽 歭歡歸 {di} , i 欽 欱, ..., |D |
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3.1.3 线性回归的最大似然估计

本节给出线性回归的最大似然估计和一些变形。

在欲欮欲欮欲节最后已经得出了线性回归的似然概率：

p欨yi|xi,w, σ2欩 欽N欨yi −wTφ欨xi欩|欰, σ2欩

欽
欱√
欲πσ2

步歸歰

{
− 欱

欲σ2
欨yi −wTφ欨xi欩欩

2

}
不难发现线性回归的最大似然估计类似于一个一元正态分布的最大似

然估计：

NLL欨w欩 欽 C ·
|D|∑
i=1

欨yi −wTφ欨xi欩欩
2

这是一个二次型函数的最小化问题，最大似然估计取值为一阶导的零

点：

∇wNLL欨w欩 欽

|D|∑
i=1

欨yi −wTφ欨xi欩欩φ欨xi欩
T

故：

wT
ML欨

|D|∑
i=1

φ欨xi欩φ欨xi欩
T 欩 欽

|D|∑
i=1

yiφ欨xi欩
T

wT
ML 欽 欨

|D|∑
i=1

yiφ欨xi欩
T 欩欨

|D|∑
i=1

φ欨xi欩φ欨xi欩
T 欩−1

利用矩阵可以写成更紧凑的形式，这里不再介绍。

既然线性回归的贝叶斯网络给出了似然概率的形式，当然也可以将σ2视

为待定变量并进行最大似然估计，此时等价于在这样一个贝叶斯网络中进

行分析，其中代表σ2的结点被染成绿色：

为保凸性，令σ−2 欽 v：

∇vNLL欨v欩 欽 ∇v

−|D |欲 歬歯歧 v 欫
v

欲

|D|∑
i=1

欨yi −wTφ欨xi欩欩
2


故：

σ2
ML 欽 v−1

ML 欽

∑|D|
i=1欨yi −wTφ欨xi欩欩

2

|D |
不难发现该式和一元高斯分布中对于方差的估计是很类似的，均是一

个平方误差在数据集上的均值。



欳 参数估计 欲欲

xi φi 歞yi yi

w

σ2

ε

图 欸欺 线性回归的贝叶斯网络——将σ2视为待求参数

再考虑另一种扩展，先前一直假设σ2是固定不随着D变化的值，现在

假设σ2随着D变换，换言之，当i 6欽 j时，不一定有σ2
i 欽 σ2

j，此时的网络结

构为：

xi φi 歞yi yi

w

σ2

ε

图 欹欺 线性回归的贝叶斯网络——将σ2
i视为每次变换的量

单个数据项的联合分布与似然概率不变：

p欨yi|xi,w, σ2
i 欩 欽 N欨yi −wTφ欨xi欩|欰, σ2

i 欩

考虑从中推断参数w的过程，此时不能直接将σ2合并到常数项中消除，
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记vi 欽 σ−2
i （最优化的求解方法并没有很大差别）：

NLL欨w欩 欽

|D|∑
i=1

vi欨yi −wTφ欨xi欩欩
2

进一步地，σ2描述的是第i个回归项中yi上的方差，一般可以假设这一

方差正相关于于xi与歞x的差值，因为这代表xi是一个离群点，所以它对于真

实的歎歌歌应该有很小的贡献，当取（认为这种正相关服从一个方差为τ2的

正态分布时）：

vi 欽 步歸歰

{
−欨xi − 歞x欩T 欨xi − 歞x欩

欲τ2

}
时，得到模型称为局部加权线性回归，它是一种对于离群异常数据鲁

棒的线性回归方法。

虽然图欹描述的是一般的重新加权的线性回归方法，但是标准局部加权

线性回归的联合分布形式与图欹所导出的一致，因为局部加权线性回归仅仅

在图欹中引入了额外的确定性因果关系（红色边），额外的因果关联因子积

为欱，并不影响联合分布。

3.1.4 线性分类的最大似然估计

本节给出线性分类的最大似然估计和一些变形。

利用欲欮欲欮欳节给出的似然概率：

p欨ti,xi|π, µ,欆欩 欽
C∏
c=1

欨πcN欨xi|µc,欆c欩欩tic

可得（以αc记D出现分类为c的数据项数量）：

NLL欨π, µ,欆欩 欽−
|D|∑
i=1

C∑
c=1

tic欨歬歯歧 πc 欫 歬歯歧N欨xi|µc,欆c欩欩

欽−
C∑
c=1

|D|∑
i=1

tic 歬歯歧 πc −
C∑
c=1

|D|∑
i=1

tic 歬歯歧N欨xi|µc,欆c欩

欽−
C∑
c=1

αc 歬歯歧 πc −
C∑
c=1

αc 歬歯歧N欨xi|µc,欆c欩

歎歌歌分解成了两个独立项的和，可以对两项分别最优化，对于第一项

的优化等价于例欴，得到：

πc,ML 欽
αc∑C
c′=1 αc′

欽
αc
|D |
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对于第二项的优化等价于对C个独立的歍歖歎进行最大似然估计，套用

例欶的结论即可（其中Dc是D中满足t 欽 c的子集）：

µc,ML 欽
欱

Dc

|Dc|∑
i=1

dci

欆c,ML 欽
欱

Dc

|Dc|∑
i=1

欨dci − µc欩欨dci − µc欩T

以上给出的是线性分类生成模型的最大似然估计参数推断。整个过程

等同于：先对于各个类型数据项的数量进行多元伯努利最大似然估计，再

对于每一个类型所包含的特征变量子集进行歍歖歎的最大似然估计。

进一步假设x的值一直是给定的，那么模型就从一个生成模型转化为一

个判别模型。对x取条件，利用贝叶斯公式：

p欨ti 欽 c|xi, π, µ,欆欩 欽
p欨ti 欽 c,xi|π, µ,欆欩∑C
c′=1 p欨ti 欽 c′,xi|π, µ,欆欩

分子分母中的各项都是显式的似然概率：

p欨ti 欽 c|xi, π, µ,欆欩 欽
πcN欨xi|µc,欆c欩∑C

c′=1 πc′N欨xi|µc′ ,欆c′欩

欽
πc

1

|Σc|
1
2
步歸歰

{
− 1

2
欨xi − µc欩T欆−1

c 欨xi − µc欩
}

∑C
c′=1 πc′

1

|Σc′ |
1
2
步歸歰

{
− 1

2
欨xi − µc′欩T欆−1

c′ 欨xi − µc′欩
}

寻求这样一种近似：

欆c 欽 欆, c 欽 欱, ...C

此时：

p欨ti 欽 c|xi, π, µ,欆欩 欽
步歸歰

{
xTi βc 欫 γc

}∑C
c′=1 步歸歰 {xTi βc 欫 γc}

其中：

βc 欽 欆−1µc

γc 欽 −µTc 欆−1µc 欫 歬歮πc

可继续认为x 欺欽 欨xT , 欱欩T，并做成：

p欨ti 欽 c|xi, π, µ,欆欩 欽 p欨ti 欽 c|xi,W欩 欽
步歸歰

{
xTi wc

}∑C
c′=1 步歸歰 {xTi wc′}
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幂函数中的二次项已经统一消除，这个条件概率函数的形式是歳歯歴武歭歡歸函

数。

当C 欽 欲时：

p欨ti 欽 欰|xi, π, µ,欆欩 欽
欱

欱 欫 步歸歰 {wTxi 欫 γ}

给出可以用歓歩歧歭歯歩此函数表达的逻辑回归。

为了求解这种形式的判别模型中的参数，写出此时的歎歌歌：

NLL欨W欩 欽− 歬歯歧

|D|∏
i=1

C∏
c=1

p欨ti 欽 c|xi,W欩tic

欽−
|D|∑
i=1

C∑
c=1

tic 歬歯歧 p欨ti 欽 c|xi,W欩

欽−
|D|∑
i=1

{
C∑
c=1

ticw
T
c xi − 歬歯歧欨

C∑
c′=1

步歸歰
{
wT
c′xi
}
欩

}
此时歎歌歌的海森矩阵半正定性涉及张量积运算，可参考歍歌歁歐歐习题欸欮欴。

最后给出二类线性分类判别模型（即逻辑回归模型）的歎歌歌，有：

p欨ti 欽 欱|xi,w欩 欽
欱

欱 欫 步歸歰 {−wTxi}

其中经过了xi多一项欱的扩展，和参数合并成一个线性项的过程，记两

种类型为{−欱,欫欱}，并选择ti直接编码为类型的值。

p欨D |w欩 欽

|D|∏
i=1

p欨ti 欽 欱|xi,w欩
ti+1

2 欨欱− p欨ti 欽 欱|xi,w欩欩
1−ti

2

NLL欨w欩 欽

|D|∑
i=1

歬歯歧欨欱 欫 步歸歰
{
−tixTi w

}
欩

凸性由：

∇2NLL欨w欩 欽

|D|∑
i=1

t2ixix
T
i

步歸歰
{
−tixTi w

}
欨欱 欫 步歸歰 {−tixTi w}欩2

是一系列半正定矩阵的非负加权和得到。

线性回归的判别模型一般一个没有解析解的无约束凸优化问题，由于

目标函数可微，使用下降方法必然得到唯一的全局最优解。使用歎步歷歴歯歮下

降法于歌歯歧歩歳歴歩正回归上时特别地被称为歉歴步歲歡歴歩歶步 歒步歷步歩歧歨歴步此 歌步歡歳歴 歓歱歵歡歲步欨歉歒歌歓欩
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3.1.5 一般贝叶斯网络的最大似然估计

一般贝叶斯网络的最大似然估计是最抽象的情况，但是其实践意义并

不高。因为只有所有变量取离散情况，或者连续变量的因果关系取线性高

斯关系时，贝叶斯网络的参数估计和推理有良好的封闭形式。

但是本节仍将说明，将所有变量视作由因果关系维系的网络，比将所

有变量的联合分布视作一个任意的黑箱，可以简化计算复杂性。

欲欮欱节给出贝叶斯网络中所有变量的联合分布：

p欨X |G, θ欩 欽
|X |∏
i=1

p欨Xi|Pa欨Xi欩, θ欩

认为图结构，即变量间的因果关系是预先给定的，并把θ视作待求的

参数随机变量，则上式的意义就是确定贝叶斯网络骨架G时，一组合法参

数θ的似然概率。

贝叶斯网络中的最大似然估计（仅对于参数而言，不对于图结构而言）

是：

θML 欽 歡歲歧歭歡歸
θ
{p欨X |G, θ欩}

类似地使用歎歌歌来变换问题，则有：

θML 欽 歡歲歧歭歩歮
θ

−
|X |∑
i=1

歬歯歧 p欨Xi|Pa欨Xi, θ欩欩


如果再进一步假设所有的因果关系之间没有共享参数，则上式可以简

化成：

θXi|Pa(Xi),ML 欽 歡歲歧 歭歩歮
θXi|Pa(Xi)

{
− 歬歯歧 p欨Xi|Pa欨Xi欩, θXi|Pa(Xi)欩

}
换言之，可以把表征所有歃歐歄的集合的参数集合θ分别地最优化，且优

化一个局部歃歐歄时只需要参考给定数据集合中和{Xi, Pa欨Xi欩}有关的部分
即可。

即贝叶斯网络的最大似然估计，一般可以转化为对于每个局部的条件

概率模型进行独立的最大似然估计，并组合所有参数形成整个网络的最大

似然估计参数集合。和直接处理所有变量的联合分布相比，贝叶斯网络允

许整个任务的最优解分解成规模上更简单的子问题的最优解之组合。

回顾线性分类生成模型的例子，在该问题的贝叶斯网络图欶中，可知似

然概率仅由两个歃歐歄相乘所得，所以进行最大似然估计时仅需要独立地进
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行两个歃歐歄的最大似然估计即可，这也就是欳欮欱欮欴节中第一个歎歌歌可以分解

成两个独立项的和的原理。

例8：离散贝叶斯网络的最大似然估计解析形式。考虑一个所有变量均

为离散随机变量的贝叶斯网络，此时对应的所有歃歐歄均为表格，给定数据

集合D，现试图求所有的具体歃歐歄表值的最大似然估计。

此时所有的歃歐歄都呈多项伯努利分布形式，按照刚才的讨论：

θXi|Pa(Xi),ML 欽 歡歲歧 歭歩歮
θXi|Pa(Xi)

{
− 歬歯歧 p欨Xi|Pa欨Xi欩, θXi|Pa(Xi)欩

}
由任一组父节点的联合取值v ∈ V al欨Pa欨Xi欩欩都能定义一个在Xi上归一

化的多元伯努利分布，据此进一步分割并约简上式：

θXi|v,ML 欽 歡歲歧歭歩歮
{
− 歬歯歧 p欨Xi|Pa欨Xi欩 欽 v, θXi|v欩

}
因为这是一个多元伯努利模型，利用例欴中的结论，记D中符合

V al欨Pa欨Xi欩欩 欽 v的元素数量为α，对于Xi的任意取值xij，记D中符合

V al欨Xi, Pa欨Xi欩欩 欽 欨xij , v欩的元素数量为αj，那么对应着欨xij , v欩处的表值即

是：
αj
α

它是D中，一个局部因果变量集合均符合某特定赋值的数量，与仅仅

因变量集合符合特定赋值的数量之比。故可以每次只考虑极大似然估计一

个果变量的所有因变量构成的局部因果集合。
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3.2 最大后验估计

最大后验估计（歍歁歐）的形式是：

θMAP 欽 歡歲歧歭歡歸
θ
{p欨θ|D欩}

用负对数的形式改写：

θMAP 欽 歡歲歧歭歩歮
θ
{− 歬歯歧 p欨θ|D欩}

再利用贝叶斯公式：

p欨θ|D欩 欽
p欨D |θ欩p欨θ欩
p欨D欩

∝ p欨D |θ欩p欨θ欩

最终：

θMAP 欽 歡歲歧歭歩歮
θ
{− 歬歯歧 p欨D |θ欩− 歬歯歧 p欨θ欩}

即最大后验估计的目标函数是最大似然估计的目标函数增加一项，这

一项被称作正则项。当p欨θ欩很平坦时，可以近似地认为最大后验估计等价于

最大似然估计。同时因为歬歯歧 p欨D |θ欩本身随着|D |增长，所以最大后验估计
在数据量足够庞大时收敛于最大似然估计。

理论上可以选择任何形式的p欨θ欩来表示对于参数的先验知识，但是这

可能会破坏问题的解析性质。一般而言对于某个歎歌歌，我们希望找到一

个− 歬歯歧 p欨θ欩，使得后验估计的解析形式与似然估计的解析形式相仿，此

时p欨θ欩称作原似然概率分布的共轭先验分布，Conjugate Prior。

对于一般的分布而言，共轭先验分布没有固定的寻找方法。

3.2.1 概率分布的后验估计

本小节枚举一些对于概率分布的参数进行后验估计的例子。

例9：多元伯努利分布的最大后验估计。多元伯努利分布的歎歌歌为：

NLL欨θ欩 欽−
|D|∑
i=1

K∑
k=1

dik 歬歯歧 θk

欽−
K∑
k=1

αk 歬歯歧 θk

多元伯努利分布的共轭先验分布为狄利克雷分布：

Dir欨x|α欩 欽 欀欨α0欩∏K
k=1 欀欨αk欩

K∏
k=1

xαk−1
k I欨1Tx 欽 欱欩
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令：

p欨θ欩 欽 Dir欨θ|π欩 ∝
K∏
k=1

θπk−1
k

则：

NLP 欨θ欩 欽 NLL欨θ欩− 歬歯歧 p欨θ欩 欽 −
K∑
k=1

欨αk 欫 πk − 欱欩 歬歯歧 θk

此时求导数置零得歍歁歐很容易，还可以发现：后验分布与先验分布一

样，同为狄利克雷分布：

pposterior欨θ欩 欽 Dir欨θ|π 欫 α欩

歍歁歐的解就是该分布的模。这就是一个“合适的”先验分布（共轭先

验分布）良好的解析性质，它使得后验分布和先验分布在分布族上统一，

所以对于新增的数据集可以累积地将后验知识融入先验知识之中。

多元伯努利分布的先验分布参数可以理解为：在读入真实实验数据之

前，已经观察到k变量出现了πk次。这个模型叫做Dirichet-Multinomial

Model，K 欽 欲时退化为Beta-Binomial Model。歂步歴歡分布是二元伯努利

分布的共轭先验分布。

例10：泊松分布的最大后验估计。泊松分布的歎歌歌为：

NLL欨λ欩 欽 |D |λ− 欨

|D|∑
i=1

di欩 歬歮λ

这里直接指出泊松分布的共轭先验分布为伽马分布：

Ga欨T |a, b欩 欽 ba

欀欨a欩
T a−1 步歸歰 {−Tb}

则：

p欨λ欩 欽 Ga欨λ|a, b欩 ∝ λa−1 步歸歰 {−bλ}

NLP 欨λ欩 欽NLL欨λ欩− 歬歯歧 p欨λ欩

欽欨|D |欫 b欩λ− 欨a− 欱 欫

|D|∑
i=1

di欩 歬歮λ

即：

pposterior欨λ欩 欽 Ga欨λ|a欫
|D|∑
i=1

di, b欫 |D |欩
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故最大后验估计为一个伽马分布的模，在读入一个新数据项时，只需

要把伽马分布的第一个参数递增读入的数据项，第二个参数递增欱，既得

到吸纳新知识后的后验分布。该先验分布也等同于引入了总共b个先验观测

项，其均值为a
b
。

例11：均匀分布的后验估计。均匀分布的共轭先验分布是帕累托分

布：

Pareto欨x|k,m欩 欽 kmkx−(k+1)I欨x ≥ m欩

设均匀分布在歛欰, θ歝上，且：

p欨θ欩 欽 Pareto欨θ|K, b欩

则：

p欨D , θ欩 欽p欨θ欩p欨D |θ欩

欽KbKθ−(K+1)I欨θ ≥ b欩
|D|∏
i=1

I欨θ ≥ di欩θ−1

欽KbKθ−(K+1+|D|)I欨θ ≥ b欩I欨θ ≥ 歭歡歸 {d}欩

欽KbKθ−(K+1+|D|)I欨θ ≥ µ欩

其中µ 欽 歭歡歸 {b, di} , i 欽 欱, ..., |D |。
计算边缘似然：

p欨D欩 欽

∫
p欨D , θ欩dθ

欽

∫ ∞
µ

KbKθ−(K+1+|D|)dθ

欽
KbK

N 欫K
µ−N−K

最后由：

p欨θ|D欩 欽
p欨D , θ欩

p欨D欩

欽
N 欫K

θN+K+1
µN+KI欨θ ≥ µ欩

欽Pareto欨θ|N 欫K,µ欩

后验与先验分布取相同形式，可见帕累托分布确实是均匀分析的共轭

先验分布。
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3.2.2 线性回归的最大后验估计

现在讨论线性回归模型的后验估计，目标变量为w时，首先需要定义一

个p欨w|θ欩，暂时认为θ是固定的，此时的贝叶斯网络为：

xi φi 歞yi yi

w

σ2

ε

θ

图 欱欰欺 线性回归的贝叶斯网络——后验估计

注意到区别于图欵中的情况，虽然w仍是一个待求参数（绿色结点），但

是它是由一个概率分布定义的，所以w需要由一个参数分布给出。当更高阶

的参数θ确定时，通过最大后验估计可以给出w的一个确定值，如果θ也被

做成待定参数，则可以通过最大似然估计方式求出θML，并用p欨w|θML欩给

出w的分布。

xi φi 歞yi yi

w

σ2

ε

θ

图 欱欱欺 线性回归的贝叶斯网络——贝叶斯估计

从图中完全重新导出联合分布的形式或者直接利用歎歌歐的式子都可以
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得到同样的：

NLP 欨w欩 欽 NLL欨w欩− 歬歯歧 p欨w|θ欩

考虑两种情况：先验分布为正态分布、先验分布为拉普拉斯分布。

欱、当先验分布为正态分布时，设：

p欨w|θ 欽 τ2欩 欽 N欨w|欰, τ2欩

则：

NLP 欨w欩 欽
欱

欲σ2

|D|∑
i=1

欨yi −wTφ欨xi欩欩
2 欫

欱

欲τ2
wTw

最大后验估计是最小化一个正定二次型的问题，可以解析求解。这样

一个线性回归的变形叫做岭回归，Ridge Regression。

欲、当先验分布为拉普拉斯分布时，设：

p欨wi|θ 欽 λ−1欩 欽
λ

欲
步歸歰 {−λ|wi|}

p欨w欩 ∝
|w|∏
i=1

步歸歰 {−λ|wi|}

故：

NLP 欨w欩 欽
欱

欲σ2

|D|∑
i=1

欨yi −wTφ欨xi欩欩
2 欫 λ‖w‖1

此时的最优化目标函数是不可微的，最优化时需要利用到一些问题变

换的技术和亚微分的知识，这里不做介绍。这一线性回归变形叫做套索回

归，Lasso(least absolute shrinkage and selection operator) Regres-

sion

套索回归的命名原因是它往往能给出一个稀疏的解，即w中有一些分

量会被置零，因此也可以用作自然的关联判别算法。它倾向于提供一个稀

疏解是因为它最小化了欱欭范数，而岭回归最小化欲欭范数，在高维空间中欱欭范

数球和欲欭范数球相比更加贴近坐标轴。不过二者都是图欱欰所引导的，唯一的

区别在于由θ指向w的箭头蕴含的因果关系不同。

3.2.3 一般贝叶斯网络的最大后验估计

一般贝叶斯网络的后验估计和欳欮欱欮欵节的思路一脉相承，譬如对于离散

贝叶斯网而言，只需要利用例欹的结论代入先验分布为狄利克雷分布即可。
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因为贝叶斯网络蕴含的独立性质，整个网络的最大后验估计等同于合并各

个局部的最大后验解。
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3.3 *贝叶斯估计

无论最大似然估计还是最大后验估计都抛弃了关于参数的不确定性的

信息，贝叶斯估计认为必须存储完整的后验分布以作为参数估计的结果。

最大似然或者后验估计返回参数的一个确定性的取值，而贝叶斯估计返回

一个定义在参数可行空间上的后验分布。

记一个模型中有一个待定参数θ，以某种因果关系和其他的变量受一张

贝叶斯网络联系。现在有至少三种方法处理θ的学习情况：

欱、最大似然估计：认为θ有一个最合适的值θML，最大化了似然概率。

欲、最大后验估计：认为θ由一个先验分布p欨θ欩生成，它有一个最合适的

值θMAP，最大化了后验概率。

欳、贝叶斯估计：认为θ由一个参变先验分布p欨θ|π欩生成，对于π而言，
认为π有一个最合适的值πML，最大化了似然概率。而θ服从p欨θ|πML欩。

θML θMAP p欨θ|πML欩

π πML

图 欱欲欺 最大似然估计；最大后验估计；贝叶斯估计（局部贝叶斯网络）

从上图中可得到将任何一个最大似然估计过程转化为最大后验估计的

过程：即给所求参数增加一个额外的因变量作为父节点，并给父节点赋予

一个值。将最大似然估计改造成贝叶斯估计的过程即将增加的父节点理解

为一个待求参数。

原则上可以将待定参数上的因变量链延长：

θ π1 πN−1 πN

图 欱欳欺 经验贝叶斯
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这样延长链后理论上可以在θ上引导任意复杂的分布。可以通过对于整

条因果链的中间变量求和来消除除了第一因与θ以外的所有变量：

p欨θ|πN 欩 欽
∫
...

∫
p欨θ, π1, ...πN−1|πN 欩dπ1...dπN−1

欽

∫
...

∫ {N−1∏
i=1

p欨πi|πi+1欩

}
p欨θ|π1欩dπ1...dπN−1

欽

∫
...

∫ {N−3∏
i=1

p欨πi|πi+1欩

}

·
{∫

p欨πN−2|πN−1欩p欨πN−1|πN 欩dπN−1

}
dπ1...dπN−2

可利用以上最后一个等式来简化计算，这是经验贝叶斯方法，Empirical

Bayesian的思路。

在贝叶斯统计理论中，一个模型是由其所定义的似然概率和其先验分

布形成的二元序对，模型间进行比较的基准是边缘似然，Marginal Like-

lihood：

p欨D |M欩 欽

∫
p欨D |θ,M欩p欨θ|M欩dθ

可以选择一个具有最大边缘似然的模型来作为结论，不过按照贝叶斯

统计的手段是赋予高边缘似然的模型更高的权重，并最终在所有的模型上

加权求和来形成最终的决策。

在边缘似然的计算中参数渐进学习的过程蕴含在p欨D |θ,M欩中：

p欨D |θ,M欩 欽

|D|∏
i=1

p欨di|θ,M, d1, ...di−1欩

当|D |很大时，可由弱大数定律得到：

欱

|D |
歬歯歧 p欨D |M欩 ≈ E歛歬歯歧 p欨d|M,D欩歝

其中右侧的期望是对于真实分布而言的。

所以渐进意义上，基于边缘似然的贝叶斯模型选择和欳欮欱欮欱节描述了投

影是一致的。

完全的贝叶斯方法理论价值大于实践效用（因为模型空间本身无法微

分），所以此处不再深入介绍。
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3.4 隐变量模型

隐含变量模型在贝叶斯网络中引入“隐含”变量，即没有体现在D中，

但是在构成D的因果关系中起到明确作用的变量。

3.4.1 连续隐变量模型

之前已经说过，在贝叶斯网络中，当变量为连续，且因果关系为线性

高斯关系时，整个贝叶斯网络的所有变量的联合分布或者局部的边缘分布、

条件分布均为高斯分布。

据此考虑一个如下的贝叶斯网络（隐元用白色背景表示），其中zi的分

布服从一个单位正态分布，di的条件分布服从一个正态分布：

di

zi

W

µ

欉

图 欱欴欺 一个连续隐元模型的贝叶斯网络

此时有：

p欨zi,di,W, µ,欉欩 欽p欨zi欩p欨W欩p欨µ欩p欨欉欩p欨di|zi,W, µ,欉欩

欽N欨zi|0, I欩p欨W欩p欨µ欩p欨欉欩N欨di|Wz 欫 µ,欉欩

可以给出完备数据项{zi,di}的似然概率：

p欨zi,di|W, µ,欉欩 欽 N欨zi|0, I欩N欨di|Wz 欫 µ,欉欩

利用高斯分布的性质，可以消去隐变量zi来求得显变量di的边缘分布

（参考歐歒歍歌，欲欮欳欮欳高斯变量的贝叶斯理论，或者歍歌歁歐歐，欴欮欳联合高斯分
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布中的推理）：

p欨di|W, µ,欉欩 欽

∫
p欨zi,di|W, µ,欉欩dzi

欽N欨di|µ,欉欫 WWT 欩

此时在给定D时，可以直接用最大似然估计推断µ，隐变量方法的优

势在协方差矩阵的估计上。一般有|z| < |d|，故欉是一个|d| ∗ |d|的矩阵，
而W是一个|d| ∗ |z|的矩阵。如果再进一步假设欉具有某种简单的形式，譬

如对角阵，那么就可能将D协方差矩阵的 |d|∗(1+d)
2
个参数压缩到|d| 欫 |d| ∗

|z|个。
假定欉作为对角阵的几种情况，演化出了几种不同的变形：

欱、欉为一般的对角阵，此时模型称为Factor Analysis,FA；

欲、欉 欽 σ2I，此时模型称为Probabilistic Principal Components

Analysis,PPCA；

欳、欉 欽 0，此时模型称为Principal Components Analysis,PCA；

这里只说明一下歐歃歁的情况。

歐歃歁等价于将给定数据集D的生成概率视作一个歍歖歎，并用歓歖歄分解

该分布的协方差矩阵，最后将分解形式中的对角矩阵中较小的值置为零。

假设歐歃歁处理后对角阵非零元素为|z|个。则此时的协方差矩阵就可以化约
为WWT的形式，W由歓歖歄分离出的正交矩阵中对应非零奇异值的分量乘

以对角矩阵中非零分量的平方根做成。

3.4.2 离散隐变量模型

考虑如下一个贝叶斯网络，其中zi服从一个多元伯努利分布，di的条

件分布服从一个正态分布。设zi取C个可能离散值中的一个，C种状态引导

了C种不同的正态分布：

图欱欲引导联合分布：

p欨di, zi, π, µ,欆欩 欽p欨π欩p欨µ欩p欨欆欩p欨zi|π欩p欨di|zi, µ,欆欩

欽p欨π欩p欨µ欩p欨欆欩πziN欨di|µzi ,欆zi欩
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di

zi

µ

欆

π

图 欱欵欺 一个离散隐元模型的贝叶斯网络

对参数变量取条件，在对zi求和消去之可得显变量的似然概率：

p欨di|π, µ,欆欩 欽
C∑
c=1

p欨di, zi 欽 c|π, µ,欆欩

欽
C∑
c=1

πcN欨di|µc,欆c欩

这是一个混合高斯分布，可以将p欨di|zi, θ欩替换成其他的分布，构成其
他概率分布的混合模型。任何形如：

p欨di|θ欩 欽
C∑
c=1

πcp欨di|c, θ欩

的混合分布都可以建模成图欱欲的贝叶斯网络。注意到图欱欲和图欶实质上

是一致的，所以一般线性分类中特征向量的分布就是一个混合高斯分布，

但是区别在于分类标签并非可见的（zi为隐元）。

3.4.3 隐变量模型的参数推断方法

含有隐元的模型可以在可观测数据集上刻画出比一般的朴素模型复杂

得多的分布。譬如如果没有隐元而试图刻画混合分布时，则因果关系就将

呈现出相当复杂的模式。一般将隐元变量和显变量的集合{Z ,D}视作完备
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的数据集合，在完备的数据集合上求参数的似然概率往往是很容易的，因

为这就是在一个良好定义的贝叶斯网络中求似然概率。

然而问题在于，既然Z没有被观测到，那么即便能写出完备数据集合

的似然概率也没有意义。

一个替代方式就是：首先推断Z的分布，再基于Z的分布求完备数据

集合的似然，整个算法可以分成两个步骤迭代进行：

欱、求：

p欨Z |D , θold欩

欲、最大似然估计：

θnew 欽 θML 欽 歡歲歧歭歩歮
θ

{
Ep(Z )歛− 歬歯歧 p欨Z ,D |θ欩歝

}
因为最大似然估计中需要对于p欨Z 欩的分布取期望，所以在求p欨Z |D , θold欩

时仅需要寻找一些期望值即可，故上述的两个步骤也被称为期望步骤（E-

step）和最大步骤（M-step），整个算法称为期望最大算法（EM algo-

rithm）。

任何含有隐元的模型都可以使用歅歍进行参数估计，它最终收敛于参数

集合的最大似然估计以及此时隐元的条件分布。

例13：混合高斯分布的最大似然估计。考虑图欱欲引导的混合高斯分布，

现试图进行参数估计。首先尝试性地直接对显变量的似然概率：

p欨di|π, µ,欆欩 欽
C∑
c=1

πcN欨di|µc,欆c欩

此时的损失函数形为：

NLL欨π, µ,欆欩 欽 −
|D|∑
i=1

歬歯歧
C∑
c=1

πcN欨di|µc,欆c欩

此时和式出现在对数函数以内，故无法直接展开成一系列独立项的和，

导致了形式上的复杂性。下面使用歅歍算法进行参数推断，首先已知完备数

据集的似然概率，使用热洞编码zi：

p欨di, zi|π, µ,欆欩 欽
C∏
c=1

πzicc N欨di|µc,欆c欩zic
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下面求歅欭歳歴步歰中隐元的分布：

p欨zi|di, π, µ,欆欩 欽
p欨zi,di|π, µ,欆欩∑C

c=1 p欨zi 欽 c,di|π, µ,欆欩

欽
p欨zi|π, µ,欆欩p欨di|zi, π, µ,欆欩∑C

c=1 p欨zi 欽 c|π, µ,欆欩p欨di|zi 欽 c, π, µ,欆欩

欽
πziN欨di|µzi ,欆zi欩∑C
c=1 πcN欨di|µc,欆c欩

欽γi,zi

在歍欭歳歴步歰中，对Z的分布最小化完备数据集歎歌歌的期望：

E歛NLL欨θ欩歝 欽E歛−
|D|∑
i=1

歬歯歧 p欨di, zi|π, µ,欆欩歝

欽E歛−
|D|∑
i=1

C∑
c=1

zic {歬歯歧 πc 欫 歬歯歧N欨di|µc,欆c欩}歝

欽−
|D|∑
i=1

C∑
c=1

E歛zic歝 {歬歯歧 πc 欫 歬歯歧N欨di|µc,欆c欩}

欽−
|D|∑
i=1

C∑
c=1

γi,c 歬歯歧 πc −
|D|∑
i=1

C∑
c=1

γi,c 歬歯歧N欨di|µc,欆c欩

此时歎歌歌的期望如我们所愿拆分成了两项，参考多元伯努利分布的参

数估计和第一项的形式，可以认为歎歌歌的第一部分等同于一个“软热洞编

码”状态下的多元伯努利分布的最大似然估计，而第二项等同于“软热洞

编码”分类下的线性分类生成模型中一个类别的最大似然参数估计。

整个混合高斯分布的歅歍算法中歍欭歳歴步歰优化的就是线性分类生成模型

的歎歌歌的“软热洞编码”形式，在这种编码中，归一化仍有保证1Tγi 欽 欱。

原本的热洞编码中tic非零即一，而γic可以理解为di属于类型c的概率。

歍欭歳歴步歰解的封闭形式可泛化欳欮欱欮欴节的结论得到。

考虑到γi,c可以被看做数据项di由类别c生成的概率，那么可以把推断γi,c的

过程看做一个非监督（事先未知类别信息）地分类的过程，这也就是聚类

算法的原型。

将上述混合高斯模型的最大似然估计进行三个方面的改动即获得K-

means聚类算法：

欱、取聚类标签歞γi为一个热洞向量，其中为欱的下标是γi各分量中最大元

素的下标；
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欲、取πc 欽 π, c 欽 欱, ..., C；

此时可以把歋欭歭步歡歮歳聚类理解为类似歅歍的两个步骤：

欱、歅欭歳歴步歰：将每个数据项di硬分类成其最有可能的聚类；

欲、歍欭歳歴步歰：根据歅欭歳歴步歰的分类，重新定位每个聚类群的均值µc。

即歋欭歭步歡歮歳聚类算法是混合高斯分布歅歍算法的一种离散近似。
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4 *贝叶斯网络推理

4.1 精确推理

贝叶斯网络中的推理之这样一种任务：在给定了网络结构G以及歃歐歄参

数θ后，对于所有变量集合X的一个子集X ′，求（本节讨论中欨G, θ欩一直处

在条件内，统一略去）：

p欨X ′欩

对于给定的贝叶斯网络欨G, θ欩，可以直接得出的是X的联合分布，利用

贝叶斯公式：

p欨X ′欩 欽
∑

X /X ′

p欨X 欩

欽
∑

X /X ′

|X |∏
i=1

p欨Xi|Pa欨Xi欩欩

因为p欨Xi|Pa欨Xi欩欩是关于{Xi, Pa欨Xi欩}这个变量集合的函数，所以不妨
令：

p欨Xi|Pa欨Xi欩欩 欽 φ欨Xi, Pa欨Xi欩欩 欽 φj欨scope歛φj 歝欩

并令：

scope歛φj 歝 欽 {Xi, Pa欨Xi欩}

利用X /∈ scope歛φA歝时可以交换和欭积顺序：∑
X

φAφB 欽 φA
∑
X

φB

不妨设X /X ′ 欽 X1, X2, ...XN：

p欨X ′欩 欽
∑

X /X ′

M∏
j=1

φj欨scope歛φj 歝欩

欽
∑
X1

∑
X2

...
∑
XN−1

∑
XN

M∏
j=1

φj欨scope歛φj 歝欩

欽
∑
X1

∑
X2

...
∑
XN−1

∏
l

φl欨scope歛φl歝欩
∑
XN

∏
k

φk欨scope歛φk歝欩

欽
∑
X1

∑
X2

...
∑
XN−1

∏
l

φl欨scope歛φl歝欩ψ欨scope歛ψ歝欩
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在上式第三个等式中使用了交换和欭积顺序的法则，其中XN ∈ scope歛φl歝而
且XN /∈ scope歛φk歝，第四个等式中遍历XN的所有可能情况将该变量消去，

形成新的因子ψ，易知：

scope歛ψ歝 欽

{⋃
k

scope歛φk歝

}
/XN

如此递归地消除非X ′的变量比直接遍历X /X ′并求和的方法可能节

约指数次数的加法和查表运算。该算法称作贝叶斯网络推理的和-积算法，

Sum-Product algorithm。

同样可以在给定证据时进行推理：

p欨X ′|X ′′ 欽 e欩 欽
p欨X ′,X ′′ 欽 e欩

p欨X ′′ 欽 e欩

只需执行两次和欭积算法求出p欨X ′,X ′′欩和p欨X ′′欩即可。（另一种方法

是利用证据X ′′ 欽 e预先约简贝叶斯网络的歃歐歄表，再进行和欭积推理，这

等价于在一个新的贝叶斯网络欨G, θe欩中执行一般的推理）

考虑一个表达症状、病因等变量的的贝叶斯网络，在已经完成了因果

关系的搭建以及歃歐歄参数的估计以后，在该网络上执行推理就可以得出某

种病症的先验概率，也可以机械地在给定症状时推断患者身患各种疾病的

概率。

在含有隐元的模型中，也可以对于其他参数和显元边缘化来推理隐元

的分布，当隐元有实际语义时，这一推理是有意义的。一个例子就是语音

识别中隐含马尔可夫模型的隐元推断，它包含了夹杂噪音的语音信号中的

语义成分（不过严格来讲，用于语音识别的隐含马尔可夫的推理并不是精

确贝叶斯推理，而是最大似然推理）。

在一般的机器学习模型中，可以将所有的模型参数做成一个随机变量，

则在训练完网络参数以后，对除参数以外的所有变量边缘化来推理模型参

数的分布，这是贝叶斯估计的本质。如果按照“非机器学习”的思路把所

有模型参数设置成一个固定的值，则它们在执行完参数估计后就已经确定，

但在贝叶斯统计中理论上还需要多执行一次边缘化。
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4.2 关于推理的其他主题

贝叶斯网络的推理还有很多有关的主题，譬如将推理视作一种向特定

图结构投影的变分推理，Variational Inference，工作在由一个贝叶斯网

络基本结构生成的高层结构上的置信传播，Belief Propagation，置信更

新，Belief Update等等。本文不对于这些算法进行介绍的理由是：它们

主要用于克服图结构不确定的困难，而本文在一开始就暂且将讨论范围限

制在因果关系确定，即图结构确定的贝叶斯网络上。

其他还有基于采样的推理方法，在给定欨G, θ欩时进行采样是很直接的，

从：

p欨X 欩 欽

|X |∏
i=1

p欨Xi|Pa欨Xi欩欩

只需要找到一种i的遍历顺序，使得进行每一个Xi的采样时，其父节

点Pa欨Xi欩均已被采样即可。换言之，i的遍历顺序需要是有向图G中的一个

拓扑序，这个顺序可以通过在G上运行深度优先搜索得到（可见《算法导

论》相关章节）。
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